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复 变 函数 是 高 等 学 校 工 科 类 学 生 必 须 具 备 的 工程 数学 知识 ,也 
是 高 等 微 积分 的 重要 后 继 课 程 之 一 . 它 的 理论 与 方法 被 广泛 地 应 用 
于 自然 科学 的 许多 领域 ,如 电子 工程 .控制 工程 ,理论 物理 与 流体 力 
学 弹性 力学 、 热 力学 等 ,是 专业 理论 研究 和 实际 应 用 方面 不 可 缺少 
的 有 力 的 数学 工具 . 

拉 普 拉 斯 变换 作为 复 变 函 数 在 其 他 数学 分 支 中 的 应 用 ,同时 也 
是 工程 技术 中 必 不 可 少 的 重要 数学 内 容 . 

本 书 是 按照 大 学 工科 的 工程 数学 教学 大 岗 修 订 的 , 凡 超 过 大 网 
的 部 分 都 打上 了 “x ”号 ( 仅 供 需要 的 专业 选用 ). 

本 书 力求 把 复 变 函 数 的 基本 理论 .概念 和 方法 叙述 并 推理 得 清 
晰 ,透彻 ,例题 的 配备 也 力求 使 学 生 加 深 对 概念 和 方法 的 理解 ,并 得 
到 运算 上 的 训练 . 本 书 的 特点 是 把 一 些 较为 抽象 的 复 变 函数 理论 、 
方法 与 工程 技术 中 的 应 用 结合 起 来 进行 介绍 ,使 学 生 增强 感性 认识 。 
例如 关于 保 角 映射 在 热传导 问题 上 的 应 用 等 . 书 中 增添 了 一 些 可 供 
不 同 专业 、 不 同 程度 的 学 生 在 保证 基本 要 求 的 同时 ,根据 需要 选用 的 
AÈ. 如 “调和 函数 平均 值 性 质 及 泊 松 公式 ”“ 和 解析 函数 在 无 穷 远 点 
的 性 态 ”“ 积 分 路 径 ( 实 轴 ) 上 有 单 极点 的 积分 ”“ 保 角 映 射 的 应 用 ” 
F. 本 书 的 例题 与 习题 也 略 有 增加 和 调整 . 

本 书 前 六 章 的 章 末 都 附 有 思考 题 ,以 帮助 学 生 加 深 理解 课文 内 
容 , 克 服 概念 与 运算 中 常 易 发 生 的 错误 ;每 章 还 配 有 适量 习题 ( 书 末 
附 有 习题 答案 或 提示 以 供 读者 参考 ) , 书 未 附 有 四 个 附录 ,可 供 读者 
应 用 时 查询 . 

本 书 由 复旦 大 学 任 福 兑 教授 主 审 ,北京 大 学 张 顺 燕 教授 ,北京 理 
工大 学 杨 维 奇 教授 、 杭 州 大 学 姚 壁 革 教授、 浙江 大 学 郭 八 瑞 教 授 参 加 
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了 评审 ,他 们 对 本 书 提出 了 许多 宝贵 的 意见 ,对 于 他 们 所 给 予 的 热情 
指教 ,作者 在 此 表示 衷心 的 感谢 . 

由 于 编者 水 平 有 限 ,错误 与 不 妥 之 处 在 所 难免 , 效 请 读者 批评 指 
4X. 


编 者 
1994 年 4 月 于 浙大 求 是 园 


。2 。 


第 三 版 序言 


本 修订 版 是 作者 在 对 第 二 版 经 过 多 年 的 教学 实践 基础 上 修改 而 
成 的 。 由 于 本 书 第 二 版 受到 许多 读者 的 欢迎 ,因此 我 们 广泛 吸收 了 使 
用 过 该 书 的 专业 师 生 的 意见 ,在 大 的 框架 与 内 容 不 变 的 前 提 下 ,对 本 
书 第 二 版 中 的 不 足 及 廖 误 之 处 作 了 一 些 修 正和 补充 。 例 如 ,对 第 四 章 
中 关于 解析 函数 零点 的 唯一 性 定理 ,我 们 作 了 更 为 严格 的 叙述 和 证 
明 ; 关 于 孤立 奇 点 的 等 价 性 定理 的 证 明 , 重 新 作 了 较为 恰当 的 安排 竺 
等 。 同 时 ,对 于 书 中 某 些 符号 的 书写 形式 也 尽量 规范 化 ,例如 ,关于 点 
集 的 描述 ,注意 保持 前 后 的 一 致 性 ;图 示 中 关于 区 域 的 表示 力求 更 为 
清楚 等 等 。 

为 答谢 广大 读者 的 厚爱 ,为 更 好 的 配合 本 课程 的 学 习 , 作 者 将 出 
版 本 修订 版 的 配套 参考 书 ,内 容 包 括 复 变 函数 各 部 分 内 容 的 要 点 的 
介绍 与 重要 思考 题解 析 、 习 题 题解 。 

感谢 孙 业 顺 博 士 对 本 修改 稿 中 的 习题 答案 部 分 进行 了 认真 核对 
与 修正 。 本 书 承 浙江 大 学 出 版 社 出 版 , 且 得 到 本 书 责任 编辑 陈 晓 嘉 女 
士 的 支持 和 帮助 ,在 此 表示 衷心 的 感谢 。 

对 本 书 中 的 不 足 与 错误 之 处 , 尽 请 读者 批评 指正 。 


编 者 
2003 年 6 月 
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1.1.1 复数 的 定义 


形 如 
zz 一 区 十 jy 或 > 一 十 以 
的 数 称 为 复数 ,其 中 zx 和 y 是 任意 实数 ,i 称 为 虚数 单位 (i? = 一 1). 实 
数 工 和 yy 分 别称 为 复数 > 的 实 部 和 虚 部 , 记 为 
x = Rez,y = Imz. 

Sc REIS 2E. EL HE BIAIS 2S FHER, BU r= 0,2 = iy Cy 26 0) FO 
虚数 . 虚 部 为 零 的 复数 , 即 y = 0,z — z, 就 是 实数 . 可 见 , 全 体 实 数 是 
全 体 复 数 的 一 部 分 . 

复数 zi 一 zi 十 ij Å z = r + iy 相等, 当 且 仅 当 它们 的 实 部 
和 虚 部 分 别 相等 . 这 样 ,一 个 复数 < 等 于 零 , 当 且 仅 当 它们 的 实 部 与 
虚 部 同时 等 于 零 . 一 般 情况 下 ,两 个 复数 不 能 比较 大 小 . 

实 部 相同 、 虚 部 只 差 一 个 符号 的 两 个 复数 互 为 共 孝 复数 , 即 对 于 
复数 z — c cb iy FOSSE RCCHDARUROU x 一 iy, 记 为 z= riy, ER 


(2) = >. 


1.1.2 复 平面 与 复数 的 模 及 辐 角 


复数 = 一 工 十 iy 由 一 个 有 序数 对 (z,y) 唯一 确定 ,它们 之 间 可 以 
建立 起 一 一 对 应 的 关系 .类 似 于 用 数 轴 上 
的 点 与 实数 建立 的 一 一 对 应 关系 那样 ,我 
们 可 以 借助 模 坐标 为 +、 纵 坐标 为 y 的 二 维 
直角 坐标 平面 上 的 点 (zx,y) 与 复数 
z= z + iy 建立 起 一 一 对 应 关系 . 今后 ， 
凡是 说 到 点 z(x,y), 即 与 复数 z 一 工 十 iy 图 11 复数 2 二 xz 十 iy 
表示 同一 意义 . 

由 于 工 轴 上 的 点 对 应 着 实数 ,所 以 称 lS Scd» 轴 上 的 非 原 
点 的 点 对 应 着 纯 虚数 ,所 以 称 y 轴 为 虚 轴 . 这 样 ,我 们 把 表示 复数 > 
的 平面 称 妨 算 平面 或 z 平面 或 平面 , 见 图 1-1. 

在 复 平 面 上 ,复数 > = r+ diy 还 可 以 用 由 原点 引 向 点 的 向 量 
Oz 来 表示 ,这 种 表示 方法 能 使 复数 的 加 ( 减 ) 法 如 同 向 量 的 加 ( 减 ) 
法 一 样 ,用 几何 图 形 来 表示 . 向 量 Oz 的 长 度 称 为 复数 z 的 模 , 记 为 
[z| 或 ,因此 有 


y=Imz FA Po) 


lzl=r= Vr F y7 >0 G3 
显然 ,|Rez| < iz| < |Rez| 十 |Imz|,|Imz| < |z| < |Rez| + 
|Imz |. 
当 z 关 0 时 , 实 轴 正 向 与 复数 z 所 表示 的 向 量 Oz 的 夹 角 9 称 为 
z 的 辐 角 , 记 为 


0= Arg z 
显然 有 tan - 2. 
任意 非 零 复数 > 有 无 穷 多 个 辐 角 ,通常 把 满足 条 件 
-z< Ar (1.1.2) 


的 辐 角 0, 称 为 Arg z 的 主 值 , 记 为 9, = arg z, FÈ 
。2 。 


0 = Arg z = arg z + 2x. (k=0, E 1, 2,7) (1.1.3) 
1.1.3 复数 的 其 他 表示 法 


利用 关系 
x = rcos 0,，y 一 rsin 0 
还 可 以 将 复数 = x + iy 转化 为 下 面 的 三 角 函 数 形 式 ( 简 称 三 角形 
式 ) 
z = r(cos Ó + i sin の (1.1.4) 
利用 欧 拉 (Euler) 公式 [参看 82.5.1 中 公式 (2.5.2)]: 
e" = cos 0 + i sin 0, 又 可 将 复数 z 转化 为 指数 形式 
z= re” ` 0.1.5) 
复数 的 上 述 三 种 形式 可 以 互相 转换 ,以 适应 讨论 不 同 问 题 及 计 
算 方面 的 需要 . 把 复数 = 一 工 十 iy 化 为 三 角形 式 或 指数 形式 , 需 计 算 
复数 z 的 模 lz| = 和 辐 角 9 = Arg z. 当 arg z(z 0) 表示 为 辐 角 
Arg z 的 主 值 时 , 它 与 反正 切 Arc tan z 的 主 值 arc tan Ac の に 


arc tan Ž < P 之 间 有 如 下 的 关系 : 


arc tan >， Mr 0CI.N 象限 ) 
r 
F 当 z=0,y>0 
argz _ y " る rd 
(20 arc tan 区 c m, M r-0.y200P 象限 与 负 实 轴 ) 


arc tan Š — m, 当 工 二 0,y <E RR) 


x 
7 Mr-0,y«0 


0.1.6 
ADT r0.» 2 0 8 c —0.y 二 0 的 情况 , 见 图 1-2 与 图 1-3. 
・3・ 


图 1-2 argz( 当 z<0,y 二 0 时 ) 图 1-3 arg z( 当 xz 二 0,y 二 0 时 ) 
例 1 R Arg(— 3 — 4D. 
解 由 (1.1.3) 式 可 知 
Arg( 一 3 一 4i) = arg(— 3 — 4i) + 2kr 
(一 0, 士 1, 士 2,…). 


再 由 (1. 1.6) 式 知 
; (—4) 4 
arg(— 3 — 4i) — arc tan (—3) x = arc tan 3 T. 
所 以 有 


Arg(— 3 — 4i) — arc tan £ + (2k 一 Dx 

(k =0, +1, 土 2 の ). 
例 2 计算 z= e". 
R ”因为 e 一 cosr 十 isinx 一 一 1, 所 以 er 一 一 1 
例 3 閣 ェ ニー1 十 i マ 3 化 为 三 角形 式 和 指数 形式 . 
解 ” 因 为 z= 一 1 ッ ー ニ マゾ 3, 所以 


ll= ァ テーパ (一 17 十 (3)% 2 2, 


由 于 


L4 
arc tan 之 = arc tan キーーarctan V3 二 二 
x 


L4 
arg z arc tan > + a ^x 


从 而 有 


xz 一 一 1 十 1 V3 2(cos ŽE - i sin 2) 2e3'. 


$12 复数 的 运算 


1.2.1 复数 域 


我 们 定义 两 个 复数 za = xz 十 iyi 与 z = zs + iy: 的 加法 、 減 法 
及 乘除 法 如 下 : 
zi Ez: = (z, + iy) £ r + iy) 
= (z, + rz) +i y). (1.2.1) 
zi * zz = Gr, + iyD Gn; + iyi) 


= (Ziza 一 yu cbdGny + ry). (1.2.2) 


mon Td» 
z ti +i» 
Rs Gi 十 iy) Gr 一 iy)? 
(zz + iye) Gs, 一 iy) 
xix; 十 yX +i TaY 一 TiN: 
2 2 1 2 2 
roy ti + y 


(zs 天 0). 


(1.2.3) 
容易 验证 ,复数 的 加 法 与 乘除 法 满足 交换 律 .结合 律 及 乘法 对 于 
加法 的 分 配 律 . 减法 是 加 法 的 逆 运 算 ,除法 是 乘法 的 道 运算 ,所 以 全 
体 复数 在 引进 上 述 运算 后 就 称 为 复数 域 . 在 复数 域内 ,我 们 熟知 的 
一 切 代数 恒等式 仍然 成 立 , 例 如 
(a b) =a  2ab +b, 


a! — b = (a — b)(a +b) 
等 等 . 
例 4 REREH Scie P z= ri. 
ヶ 十 2 (z+iy)+2 (z 二 2) 十 iy 
”8 一】 (xz 十 iy) 一 1 (一 1) 十 iy 
[c + 2) + iyli -— 1) — iy] 
(r—D'4-5 
r+ re D+ |i — 3y 
(r— D'4-y (r—10D'* +y” 


解 


从 而 有 
2) zx tzr-244YX 
1 (r—D4-»y-^ 


ZE? — 3y 
z—] (r— 1) +y” 


用 向 量 表示 复数 时 ,复数 加 ( 减 ) 法 与 向 量 加 ( 减 ) 法 运算 完全 一 
样 ( 如 图 1-4 所 示 ), 由 此 我 们 可 以 推出 如 下 关于 复数 的 模 的 三 角形 
不 等 式 : 


Im( 


|z + zd la + | (1. 2. 4) 
Iz; — 2 > ||z| lel. (1.2. 5) 
显然 ,|z, 一 z,| 表示 > 与 x2 两 点 间 的 距离 ,Arg(z, 一 z) 则 表 
示 实 轴 正 向 与 点 2; 引 向 zi 的 向 量 之 间 的 夹 角 . 
— MES A z 与 z 在 平面 内 的 位 置 是 关于 实 轴 对 称 的 (如 图 
1-5 所 示 ), 因而 |z| = |z|. WR z 不 在 负 实 轴 和 原点 上 ,还 有 


图 1-4 复数 的 向 量 加 减 


arg z — — arg z. 
1.2.2. 复数 的 乘积 与 商 的 几何 意义 
我 们 可 以 利用 复数 的 三 角 表 示 式 与 指数 表示 式 来 讨论 复数 的 乘 


积 与 商 , 从 而 进一步 了 解 复数 相 乘 的 几何 意义 . 
设 两 个 复数 >, = re^ ,zs = r, W) 


zz, = rje" e rye "€ = rry * e + e2, O (1.2.6) 
由 此 得 到 
lziz2| = rir: = leila (1.2. 7) 
Arg(z,z;) = (0, + 06,|0, € Argz,,0, € Argz;j 
= Arg z, + Arg z2. 2 (1.2.8) 
这 说 明 ,两 个 复数 乘积 的 模 等 于 它 


们 模 的 乘积 ,乘积 的 辐 角 等 于 它们 
辐 角 之 和 . 

换 句 话说 ,复数 z, 乘 以 zs 后， 
其 乘积 的 模 为 |z, | 的 一 个 |z,| 倍 
的 伸缩 ,其 辐 角 是 zi 的 辐 角 Arg zs 
技 逆 時 針 方 向 旋 邊 Arg z: 角度 ,如 
图 1-6. 图 1-6 .两 个 复数 相 乘 

注意 :(1)(1.2.8) 式 不 能 写成 
arg(z,z,) = arg zi 十 arg zs, 这 是 因为 该 式 一 般 是 不 成 立 的 . 例如 ， 


复数 一 1 与 i 的 乘积 一 i, 由 于 arg( 一 1) 一 rarg(i) ー テ ・ 丁 arg( 


D= gf arg D zargC— 1) -F arg GO Ef] 2: HB] 2r ff, 


他 ”利用 复数 的 乘法 及 三 角 公式 , 易 证 eg. e9, = i0, F0), 
© 由 于 辐 角 的 多 值 性 ,该 等 式 应 理解 为 对 左边 的 任意 一 个 值 ,右边 必定 有 一 个 
Arg zı 十 Arg z; 的 值 相对 应 ,反之 亦 然 . 


・7・ 


即 
argC— i) + 2r = arg(— 1) + arg(). 
见 图 1-7. 
(2) 22 1 Bf. 
arg(z^) F narg(z). 
复数 的 除法 是 乘法 的 道 运 
算 , 若 z: 天 0, 则 zi 可 表示 为 


z, argz,z, 


于 是 ,由 (1.2.7),(1.2.8) 式 就 得 图 17 复数 一 1 与 i 的 乘积 
到 


l| = 12 liz]. Arg zı = Arg Č! + Arg zz, 
Zz る 2 
Bp 


zi [zil 
Iz , 
る 2 [zzl 


由 此 可 见 , 两 个 复数 之 商 的 模 等 于 它们 模 的 商 , 商 的 辐 角 等 于 被 
除数 的 辐 角 与 除数 辐 角 之 差 . 


Arg 之 Arg z, — Arg z (1.2.9) 


1.2.3 复数 的 乘 寡 与 方 根 


設 ェ ニー ァ e?, 宅 的 ヵ 次 零 可 利用 公式 (1.2.6) 由 归纳 法 得 
z" = [r(cos 8 + i sin 0)]" = r'(cos 0 + i sin 0) 


= r" (cos nô + i sin n0) = r"e™. (1. 2.10) 
从 而 有 
Iz"| = Iz" 
A n EER, ir = 1 BIER Bb (de Moivre) 公式 
(cos + ising)” = cosnô + isinz の 0.2.1 


复数 的 n ACT AR e EIC n KRR B EG E ,下 面 我 们 介绍 复数 的 
・8・ 


n 次 方 根 的 定义 . 
dz = re" 是 已 知 的 复数 ,n 为 正 整数 , 则 称 满 足 方程 
YOU” 一 < 
的 所 有 w EOS z 的 n 次 方 根 ,并 且 记 为 
w = ツァ . 
事实 上 , 设 w = pe* WRR e 的 ”次 方 根 的 定义 和 (1. 2. 9) 
式 得 
w" = p'e"? = re”, 
id 0, = arg z, 从 而 有 
=r, ng= b+ 2kr (k=0, +1, 2). 
解 之 得 
p= TFT, p= tdm ( =0, +1, 5 2,7). 


其 中 x 是 算术 根 , 所 以 
w= (YE Yre (—0,,2,,—1. 


(1. 2.12) 

igA— 到 ,wo res Mw, 又 可 写 为 
w, = we"? (k—0,1,2,",n — 1). (1.2.13) 
当 & 王 0,1,2,… 和 光一 1 时 ,得 到 
n ^85 BS, 且 由 (1. 2.12) 式 易 
见 , 这 个 根 的 模 都 等 于 T ,而 辐 
角 依次 增加 一 个 4 = 75 ggg 
上 ,这 个 根 均匀 分 布 在 以 原点 为 中 
d. VT 为 半径 的 圆周 上 ,它们 是 内 
接 于 该 圆周 的 正 n 边 形 的 个 顶点 ， 

见 图 1-8. 


wi ROBUR JO ls — 189 n T CX HER OS 24 k ARER , 
得 到 的 值 必 是 上 述 ”个 根 值 的 重复 出 现 . 例如 将 = n RAA 


十 2mm 8, 


w, = (Yz), = ダテ e ビ ュー 一 パテ ez = Wy. 
BP k = n 5 k = 0 hf w 为 同一 方 根 值 ,因此 z 的 ”次 方 根 有 且 仅 有 
对 个 不 同 的 值 . 

例 5 求 <=1 十 i 的 4 次 方 根 . 

RO NE:—lcie ソ ゾ 2eN す +2 の (p=0, 土 1, 土 2…), 所 以 


lt 


w= (Y z),92 (72)! eG = 0,1,2,3), 
即 
wo = V2eW,w,— YD ets, 


n 25 
w, 一 Y 2er", w, = Y 2er", 


$ 1.3 复 球 面 与 无 穷 远 点 


我 们 利用 球 极 平面 射影 法 把 


球面 射影 到 平面 上 去 ,以 此 建立 

球面 $ 与 复 平面 C 上 的 点 的 对 

应 ,从 而 几何 地 说 明 引 进 无 穷 远 

点 的 合理 性 . NMzX 
过 复 平面 & 的 原点 O 作 一 个 


与 平面 相 切 的 球面 5, 过 O 点 作 
一 与 G 平面 垂直 的 直线 , 交 球 面 
于 点 N. 我 们 称 球面 与 平面 的 切 Hiro XH 
点 O 为 南极 ,N 点 为 北极 , 见 图 1-9. 
用 直线 将 复 平面 E 内 的 任意 点 = 与 北极 点 N 相连 接 ,此 线段 交 
球面 5 于 一 点 了 ;反之 ,球面 5$ 上 的 某 一 点 已 | 与 N 点 相连 的 直线 与 
* 10・ 


复 平 面相 交 于 某 一 点 zi. 这 样 ,球面 $ 上 异 于 图 的 点 与 复 平面 CE 上 
的 点 之 间 就 建立 起 一 一 对 应 关系 , 那 末 ,球面 上 北极 点 N 对 应 复 平 
面 上 的 什么 点 呢 ? 由 图 1-9 可 见 , 当 点 z 无 限 地 远离 复 平面 的 原点 , 即 
当 |z| 越 来 越 大 时 ,球面 上 所 对 应 的 点 已 在 三 维 空间 中 越 来 越 接近 
点 N, 反 之 亦 然 . 由 此 ,我 们 引进 一 个 理想 “点 ”与 北极 点 N 对 应 , 称 
之 为 无 穷 远 点 , 记 为 co. 加 上 了 oo 点 的 复 平 面 E 称 为 扩充 复 平面 , 记 
为 E = CU {co}, 那 末 , 球 面 $ 与 扩充 复 平面 E 之 间 就 建立 起 了 一 一 
对 应 关系 ,这 样 的 球面 S 称 为 复 球面 , 它 是 扩充 复 平面 © 的 几何 模 
型 . 

注意 :与 一 元 函数 微 积分 中 数 轴 上 附加 的 一 oo 与 十 oo 所 不 同 
的 是 ,扩充 复 平 面 E 上 的 co 点 只 有 一 点 . 

关于 co 点 的 运算 , 需 作 如 下 的 几 个 规定 : 

(1) z Æ œ, i] z + œ = œ tz = œ; 

(2) z Æ 0,Ţ] z «o0 = œ * z = œ; 

G) z 3 co, RI] = co, 2 = 0; 

(4) = #0, ME = coi 


(5) loo| =+ eo,oo 的 实 部 、 虚 部 、 辐 角 均 无 意义 . 


$14 复 平 面 上 的 点 集 


下 面 我 们 所 要 研究 的 许多 对 象 一 解析 函数 、 保 角 映 射 函 数 
等 , 其 定义 域 和 值 域 都 是 复 平面 上 的 某 种 点 集 , 如 直线 、 圆 周 、 圆 盘 、 
半 平 面 等 等 . 因此 ,我 们 要 先 对 平面 上 的 点 集 作出 定义 . 


1.4.1 平面 点 集 的 几 个 概念 


COO RR — 把 満 足 |z 一 zo| <> 0) 的 点 > と 的 全体 , 称 
・11・ 


LEES Mp] 
D(z0,6) = {z; |z — zo] < ò}. .4. D 

D(Gy,,0)N(z,) = (2:0 < |z — zo| < 0) 称 为 zo 的 去 心 邻 域 . 

(2) 内 点 ` 开 集 KAREKA z 有 一 邻 域 全 含 于 五 内 , 则 称 
zo 为 巨 的 内 点 ; 若 点 集 五 的 点 皆 为 内 点 , 则 称 E 为 开 集 . 

(3) 边界 点 、 边 界 REA zo 的 任意 领域 内 , 既 有 属于 点 集 歼 
的 点 又 有 不 属于 点 集 E 的 点 , 则 称 z。 为 E 的 边界 点 ;点 集 E 的 边界 点 
的 全 体 为 的 边界 , 记 为 aE 或 bd(E). 

(4) 区 域 ” 若 开 集 五 内 任何 两 点 可 以 用 包含 在 天 内 的 一 条 折线 
连接 起 来 , 则 称 开 集 五 为 连通 集 . 连通 的 开 集 称 为 区 域 . 

区 域 D 和 它 的 边界 C 之 并 集 称 为 闭 区 域 , 记 为 万. 

区 域 是 开 集 ,不 包含 它 的 边界 . — 

无 穷 远 点 oo 的 邻 域 .扩充 复 平面 的 内 点 、 区 域 、 辺 界 点 等 概念 
均 可 作出 推广 . 

无 穷 远 点 co 的 邻 域 是 以 原点 为 中 心 的 某 个 圆 的 外 部 {z; |z| > 
R} ,无 穷 远 点 的 去 心 邻 域 是 满足 R 二 |z| < 十 oo 的 点 = 的 全 体 . 

CO 有 界 区 域 如果 存在 正 数 7, 使 対 手 一 切 z と の , 有 |s| < 
M, 则 称 忆 为 有 界 区域 , 否 则 称 D 为 无 界 区 域 . 

(6) 简单 曲线 .光滑 曲线 ” 设 z() 与 y(t) 是 实 变量 上 的 两 个 实 
函数 CE ERES Ca B] 上 连续 , 则 由 方程 组 


T= or) 
acte p (1.4.2) 
y= y(t) 
或 由 实 自 变量 的 复 值 函数 
z 一 zx(t) 一 Zi) 十 iy() axt«B (1.4.3) 


所 决定 的 点 集 C , 称 为 = 平面 上 的 一 条 有 向 曲线 ;(1.4.2) 或 (1.4.3) 
式 称 为 曲线 C 的 参数 方程 .4 = zla) 53 B = =(B) 分 别称 为 曲线 C 的 
BAJRA BE asc Bat But st EE x0) Ar). 
称 C 为 简单 有 向 曲线 ,或 称 简单 曲线 . 以 B 为 起 点 .4 D YES E C ER 
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线 方向 的 曲线 , 称 为 C 的 反 向 曲线 , 记 为 C P. z(a) = z CB) 的 简单 曲 
线 ( 即 4 与 8 点 重合 ) 称 为 简单 闭 曲线 ( 见 图 1-10). 简单 闭 曲 线 C 把 
平面 分 成 两 个 不 相交 的 区 域 ,它们 以 C 为 公共 边界 ,其 中 一 个 是 有 界 
的 , 称 为 C 的 内 部 ;一 个 是 无 界 的 , 称 为 C 的 外部 . 


E B=z(B) z(a)=z(B) 


イニ z(@) 


图 1-10 简单 ( 闭 ) 曲线 
车 曲线 C 在 a 三 :三 8B 上 有 x (2) 与 y(t) 存在 .连续 且 不 全 为 
FO, 別称 C 为 光滑 ( 闭 ) 曲线 9. 由 有 限 条 光滑 曲线 衔接 而 成 的 连续 
曲线 , 称 为 分 段 光滑 曲线 ( 见 图 1-11). 以 后 凡 在 本 书 中 所 述 的 曲线 
如 无 特别 说 明 , 均 指 简单 的 光滑 (或 分 段 光滑 ) 曲线 ,不 再 一 一 强调 . 


B-z(p) 
z(t) 
—— 


e p C, 
z(c) 


图 ]-11 分 段 光 滑 曲 线 C =C C, 

(7) 单 连通 区 域 “” 设 万 为 复 平面 上 的 区 域 , 若 在 刀 内 的 任意 简 
单 闭 曲线 的 内 部 仍 属于 D, 则 称 D 为 单 连通 区 域 , 否 则 称 多 连通 区 
域 . 所 以 ,从 直观 上 来 看 , 单 连通 区 域内 部 没有 洞 而 多 连通 区 域内 部 
有 洞 ( 见 图 1-12(1)(2)). 


D 如 果 曲 线 C:z = (00a tc WC: = U) = (4 P8— Daci. 
& 记 z (4) = rO 十 iy (1), 则 z'(a) 指 右 导数 ,z (8) 指 左 导数 . 
© 对 于 光滑 闲 曲 线 , 必 有 xz (a) = 二 (8). 
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D 
(1) 单 连通 区 域 Q) 多 连通 区 域 
图 1-12 


1.4.2 平面 图 形 的 复数 表示 


由 于 平面 图 形 上 的 点 可 用 复数 表示 ,因而 一 些 简单 的 平面 图 形 
就 可 用 复数 或 其 模 或 辐 角 所 满足 的 方程 或 不 等 式 来 表示 ;反之 ,对 于 
某 些 复数 (或 其 模 或 辐 角 ) 所 适合 的 方程 或 不 等 式 , 可 以 找 出 它们 所 
确定 的 平面 图 形 . 

例 6 < 平面 上 以 原点 訪中 心 、R 为 半径 的 圆周 方程 为 

]z| — R. 
z 平 面 上 以 zo 75 0 为 中 心 .R 为 半径 的 圆周 方程 为 
lz — zo| = R. 

z 平面 上 以 原点 为 中 心 、. 焦 点 位 置 在 土 zo\ 长 半 轴 为 a 的 椭圆 方 

程 为 
lz — zo| + |z + zo| = 2a. 

这 些 平面 曲线 均 为 简单 闭 曲 线 . 

事实 上 ,由 这 些 曲 线 轨迹 的 通常 几何 意义 与 复数 模 的 几何 意义 ， 
我 们 很 容易 得 到 上 面 的 一 系列 曲线 复方 程 表示 式 ( 见 图 
1-13(1)(2)(3)). 

例 7 由 向 量 的 意义 ,我 们 不 难得 到 : 

COD 连接 zi 与 z; 两 点 的 线段 的 参数 方程 为 (图 1-14) 

z=z +t z) ORED. 
(2) 过 两 点 zi 与 xz 的 直线 工 的 参数 方程 为 (图 1-15) 
sits 


(1) 1z| = (2) |z-z| =R 


(3) | 2z-z|+|z+zo|= 尺 


图 1-13 
zz 一 zl 十 41(zz 一 zi) (一 oo « t «- co). 
(3) 2,,2;,2, 三 点 共 线 的 充分 必要 条 件 是 


ニーー = (4 为 一 非 零 实数 ). 


£)— z, 
例 8 考察 下 列 方程 
(1) arg eー リ = ニ ネ , 
(2 Rez-0 

在 平面 上 所 描绘 的 几何 图 形 . 
解 (1) 由 于 arg(z 一 i) 表 示 实 轴 正 方向 与 由 点 i 到 的 向 量 之 


。15。 


1-14 AB 图 1-15 din 与 xs 两 点 的 直线 了 
间 夹 角 的 主 值 , 因此 满足 方程 


arg(z — i) = i 的 点 的 全 体 是 自 i 


点 出 发 且 与 实 轴 正 向 夹 角 为 子 的 
一 条 半 射 线 ( 图 1-16). (不 包括 i 
点 ) 

(2) Re z = 0 是 表示 < 平面 
上 的 虚 轴 . 同 理 可 知 ,Im z — 0 
示 了 z 平 面 上 的 实 轴 . 

例 9 考察 下 列 不 等 式 

A) |z 一 a| < R,a 为 任意 复 
数 ; 

(22a-argz« f 

(—x«a«cfzxn; 

(3) 0 < Im z — 2r. 图 1-17 区 域 ほ = 一 gl ご 

解 (1) 満足 不等式 
|z — a| < R KA z 的 全 体 ,是 以 复数 a 为 中 心 .R 为 半径 的 圆 内 部 
( 开 圆 盘 ) ,是 一 个 有 界 区 域 ( 图 1-17). 

(2) 満足 不等式 々 arg 二 B 的 点 z 的 全 体 ,是 以 原点 O 为 顶 
点 、 张 角 为 a 到 B 的 角 域 ,是 一 个 无 界 区 域 , 见 图 1-18. 

G) 满足 不 等 式 0 — Im z — 2x 的 点 z 的 全 体 , 是 平面 上 姑 于 


H 1-16 FH arg (z 一 站 == i 
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图 1-18 区 域 々 ご args ご だ 图 1-19 [XJ 0 «— Im z « 2x 


0 5j y — 2x 之 间 的 一 条 带 域 , 是 一 个 无 界 区 域 ( 见 图 1-19). 


由 例 9 给 出 的 区 域 均 为 单 连 通 区 域 . 


思考 题 一 

1. 对 于 复数 zx ,z:, 下 述 关 系 式 成 立 吗 ? 

(1) Retz, 十 z:) = Re z, + Re zz. 

(2) Im(z, + z;) = lm z + Im z; 

(3) |z + zl = lal 十 |zz|. 

(4) Re(z;z;) = (Re z,)(Re s。). 

(5) Re(iz) ニー Im z;Im(iz) = Re z. 
.对 于 任意 整数 并 ,7 ,iM1? gi? 前 債 各 是 多少 ? 
.由 指数 形式 表示 的 复数 een et" e 的 值 各 是 多 少 ? 
.验证 共 因 复数 的 下 列 性 质 ; 若 zi,z; 为 两 复数 , 则 有 


zi Hz =z +Z; zzi 二 mE 


aw mw 


2) sinto つの ニュ 
z 


之 2 


z+z=2Rez; z—z—2ilmz; 
z 二 z 当 且 仅 当 z 是 实数 ; 
zz = |z 上 ,因此 当 z 关 0 时 有 xz， = FR , 试 描述 z^! 的 几何 意义 . 
- 试 将 复 平面 上 的 上 半 平 面 和 第 一 象限 用 复数 的 点 集 表示 . 
. 试 将 复 平面 上 以 z。 — 8 十 5i 为 中 心 .半径 为 3 的 圆周 曲线 用 复数 的 点 集 表示 . 


の o 
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习题 一 
1. Ha 十 记 的 形式 表示 下 列 复 数 
lti 


(D 二 一 一 ># (2) Q +i)’; 
1—i' 
e cr (4) (2 + 30(4 + D. 
2. 求 出 下 列 复数 的 实 部 与 虚 部 (其 中 < — z + iy) 
1 zc] 3 
(1) us (2) 3:2 (3) z*. 
3. 将 下 列 复数 表示 为 指数 形式 (或 三 角形 式 ) 
() 一 1+ W3i 
(2) 1 
(3) (1+cecos0)+ising (0x0 x 70; 
(4)— 1. 
4. 设 z = Ens V3 一 i 试用 指数 形式 表示 复数 iz 52. 
5. ACE PLA SCA 


Q Yi; DM3 一 D5 (Vici 
6. 证 明 在 闭 单位 圆 盘 DD = {z;|z| <1) 上 ,函数 z? 十 1 的 最 大 模 为 2. 
7. 利用 様 慕 夫 (de Moivre) 公式 (1.2.11), 用 cos 9 与 sin 9 来 表示 cos 30. 
8. 如 果 a,b € G, 证 明 la — b|? + |a +b]? — 2Clal* + |l?) .JEDEBERUL 
何 意义 . 
9. ik P(z) — a, 十 az 十 azz: 十 … 十 avz" 为 实 系数 多 项 式 , 若 复数 z。 是 
方程 P(z) = 0 的 一 个 根 , 则 ze 也 是 方程 的 根 . 
10. 解 下 列 方程 
(+1l=0; (2) (z +i) = 1. 
ll. 4 w EÈ 1 88 n XR Go A 1) ,证 明 
1 + wtw to tw = 0. 
12. 如 果 复 数 = ,za,zs 満足 等 式 


zoz Rm, E, 
2; —z, zz 一 23 
求证 
= |z; — z| = |z: > z; 


( 即 连接 满足 条 件 的 三 点 ,在 复 平面 上 构成 一 个 等 边 三 角形 ) 
13. 或 者 |z| = 1 ,或 者 |w| = 1 ,证明 

ww 
ュー so 


14. 指出 下 列 各 式 中 点 = 所 确定 的 平面 图 形 .并 作出 草图 . 
(D arg z =. (2) |z- 1| = jzl. 


|-: (zw x 0D. 


(3) 


Hea (I«lscil «2. 


(5)Imz>1 有 lz|<2. (6 lz| 2H Iz — 317 1. 


(7) 0 ご arg(= 一 Dc H lz 一 1| c2. 
(8) Re z > Im z. 
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第 二 章 解析 函数 


$ 2.1 复 变 函数 


用 复 变量 取代 实 变 量 , 仿 照 微 积分 学 中 讨论 一 元 实 变量 函数 的 
方法 ， 就 可 以 建立 起 复 变 函 数 的 定义 极限 .连续 .导数 等 一 系列 概 
念 , 并 得 到 相应 的 结果 . 


2.1.1. 复 变 函数 的 概念 


定义 2.1.1 WD ME s 的 一 个 集合 ,对 于 DD 中 的 每 一 个 
x, 按 照 一 定 的 规律 ,有 一 个 或 多 个 复数 w 的 值 与 之 对 应 , 则 称 w 为 
定义 在 D 上 的 复 变 函数 , 记 作 

w= f(z) (z € D). 

式 中 > 称 为 自 变量 ,w 称 为 因 变量 或 函数 , 自 变 量 z 的 取 值 范围 的 集 
合 品 称 为 函数 的 定义 集 ,由 函数 值 w 的 全 体 所 组 成 的 集合 C 称 为 函 
数值 集合 . 若 对 于 定义 集中 的 每 一 个 z, 有 且 仅 有 一 个 wE€ G 与 之 对 
应 , 则 称 z = f(z)(z € D) 为 单 值 函 数 ;否则 称 为 多 值 函 数 . 

在 以 后 的 讨论 中 ,D 与 6G 常常 是 指 平面 上 的 区 域 ,分 别称 为 定义 
域 和 值 域 . 复 变 函 数 建立 了 两 个 平面 区 域 D 与 G 间 点 的 对 应 关系 , 亦 
称 为 映射 , 即 函 数 w = f(z) 把 DD 映射 为 G, 我 们 也 称 把 z € DD 映射 


U 今后 有 关 函 数 极限 、 连 续 、 导 数 、 解 析 等 的 讨论 ,-- 般 都 只 对 单 值 函数 而 言 . 
・20・ 


为 w = f(z). 

定义 2.1.2 设 f 是 区 域 DD 到 区 域 G 的 单 值 函数 . 

CD 如 果 对 于 任意 = ,zs € D H 2, #2 H S) A f), WE 
了 是 单 射 ,或 称 f 是 一 对 一 的 映射 . 

(2) 如 果 f(D) ==G, 则 称 了 是 满 射 ,或 称 f 是 从 DD 到 G 上 的 映射 . 

(3) 如果 f£ 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 S 是 双 射 ,或 f 是 一 一 对 应 
的 映射 . 

如 果 f 是 单 射 , 则 对 于 每 一 个 w € f(D), 只 有 一 个 2 € り 使 得 
f(z) = w. 如果 f 是 满 射 , 则 对 于 每 一 个 w € G, 至 少 存在 一 个 > と 
DD 使 得 f(x) = w. 如 果 了 是 双 射 , 则 存在 了 的 反 函 数 ( 或 称道 函 
Of uG- D. 

例如 z = z^ 是 区 域 4 = (z|Re z > 0,Im z > 0) 到 区 域 B = 
lwlim w > 0) 的 一 个 双 射 ( 即 一 一 对 应 的 满 射 ). 

H D ERER w = f(z) WER HEP z= art iyw 的 复 
数 形式 是 w = u + iv. Buv Bl ry e 内 的 変化 面 変化 因 面 
uso 都 是 +,y 的 二 元 函数 , 即 

w = f(z) =u + iv = ulz,y) + iv(x,y). 
如 果 将 = 写成 指数 形式 > = re”, 则 函数 ww ニア (<) 又 可 表示 为 
w = u(r cos ĝ, r sin 0) + iv(r cos 0, r sin の 
= PG.0) + iQC,0). 
例 1 ERK w = z P, 9 z= r Hiysw = u + iv, WE 


u + iv = (x + iy) = r — y + 2zyi, 


所 以 有 
u-cu(Qr,y)-—a5— yt, v-vwr,y) = 27y. 
EG z= re” w = per, 则 有 
pe? = (re^)? = rie® = r? (cos 20 + i sin 20), 


从 而 有 


=r,p= 20. 
ES w= P(r,0) 十 iQ(r,0), 则 有 
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P(r,0) = r'cos 20, Q(r,0) = rsin 28. 
在 实 分 析 中 ,我 们 常常 把 函数 关系 用 几何 图 形 表示 出 来 ,它们 可 
以 比较 直观 地 帮助 我 们 理解 函数 的 性 质 , 形象 地 阐明 自 变量 与 函数 
之 间 的 对 应 规律 . 然而 ,对 于 复 变 范 数 , 由 于 它 反 映 了 两 对 实 变 量 us 
v 和 x,y 之 间 的 对 应 关系 ,而 它们 是 无 法 用 三 维 空间 中 的 几何 图 形 
来 反映 的 ,因此 既 为 了 避免 这 个 困难 ,又 要 对 一 些 简 单 的 复 变 函数 关 
系 作出 一 些 必要 的 几何 说 明 . 我 们 取 两 张 复 平面 ,分 别称 为 Z 平 面 和 
W 平 面 ( 有 时 也 把 它们 重 公 在 一 起 观察 ). 如 果 复 变 函 数 ww== f(z) 在 
几何 上 可 以 看 成 是 将 Z 平 面 上 的 定义 集 D 变 到 W 平面 上 的 函数 值 
集合 で 的 一 个 变换 或 映射 , 则 它 将 D 内 的 点 = 映射 为 G 内 的 一 点 
w= f(z),w RH z 的 象 ,z 称 为 zo 的 原 象 ( 见 图 2-1). 因此 ,今后 凡 
提 到 函数 变换、 映射, 均 是 指 同一 意义 . 
WAz) 


图 2-1 映射 关系 

例 2 RAA w= z*, 问 它 把 z 平 面 上 的 

(1) Aiz; lz] — nj. 

(2) 射线 arg z = 0 = aa 是 满足 一 也 二 过户 的 一 个 数 . 

(3) 双 曲 线 x — y! = a,2xy = b,a 和 5 为 实数 . 

(4) 上 半 平 面 の ソー {z 一 + 十 iy;y 0) E 

D = {z = re^;0 <0<a)}. 

映射 成 W 平面 上 的 什么 点 集 ? 

解 ” 由 例 1 知 ,着 z = re”,w — pe*, WW o — re 2 の 所 以 

CO 对 于 |z| — rr p |w] = |è] =r <r MEREK 
域 是 W FHLB ri roc IR ES BOR PLC (Go s w] — ri). 
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见 图 2-2(1). 


(2) 因为 9= 20 = 2a( > «x 50 ,所 以 Z 平 面 上 过 原点 
z 二 0 的 射线 arg z = a 的 象 曲线 是 W 平 面 上 过 原点 w = 0 的 射线 


arg w = 2a. 见 图 2-2(1). 


(の argw-2a 


were" 


(1) 


"A 2xy=b (b>0) ? れ (の 


x- y'a 
(2>0) v-b 


x 


(2) 


图 2-2 w= z Wd 
(3) $z — r-Fiysw =u d iv, hfj n 
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u= ulr; y) = = y, v-—v(r,y -2ry 
所 以 双 曲 线 z^ 一 y — a 5 2xy — b Be i E W 平面 上 的 直线 
u 二 a( 平 行 于 虚 轴 的 直线 , 当 a = 0 时 为 虚 轴 ) 与 v = (平行 于 实 轴 
的 直线 , 当 6 — 0 时 为 实 轴 ), 见 图 2-202. ' 
(4) 上 半 平 面 D = {z = re*;0 <0 < x) 映射 为 区 域 
G = {w = pe*;i0 < 9 — 20 < 2x), 
它 是 除去 原点 与 正 实 轴 的 W OE. pid CPI EKMA RE W E 
面 ),G EISA G = GNGw = u + iv;u Z0,v = 0}, RE 2-203). 


2.1.2. 极限 与 连续 


定义 2.1.3 设 函 数 w = f(z) 定义 在 <。 点 的 去 心 邻 域 D = 
(2:0 < |z — zo| 去 2 内 .如 果 有 一 确定 的 数 4, 对 于 任意 预先 给 定 
的 >0. 存 在 正 数 $(e) > 0(0 << o) fifi oz — z| < 
时 ， 


|f) 一 A| < (2.1.1) 
成立 別称 4 画数 ww = f(z) 为 当 z 趋向 于 zo 时 的 极限 , 记 作 


limf (x) =A (2.1.2) 


(2. 1. D 式 与 微 积 分 中 一 元 函数 的 定义 一 样 ,有 直观 意义 . 当 > 
落 入 zz 的 充分 小 去 心 邻 域 D(zo,6)\{zo) 内 时 ,其 象 点 也 就 落 入 4 的 
预先 给 定 的 部 域 の 4.) 内 . 

有 关 极 限 的 一 些 定理 列举 如 下 . 因为 有 的 定理 与 微 积 分 中 的 有 
关 定 理 相 类 似 , 故 略 去 了 证 明 . 

定理 2.1.1 如 果 极 限 存在 , 则 必 唯 一 . 

定理 2.1.2 极限 lim/(z) = 4 存在 的 充分 必要 条 件 是 f(z) 一 


A= a(z), 其 中 lima(z) = 0. 
定理 2.1.3 函数 极限 limf(z) = A 存在 的 充分 必要 条 件 是 
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limu(r,y) =u,  limv(r,y)— v 
E vx 


其 中 4 = us 十 ioo,zo = To + iyo. 
定理 2.1.4 车 limf(z) = 4,limg(z) = B Jil 


a) lim[ f) tge) = 二 4 十 B= limf(z) 中 limg(z). 


o 


(2) lim[f(z)g(z)] = AB = limf(z) . limg (2). 


limf(z) 
(3) lim 43 _ 4 _ a 0. 


eB B B img Go 
(4) 如 果 limg (w) - C, Wlimg Cf] =C. 
注意 ;在 微 积分 中 ,讨论 极限 limf(z) 是 否 存 在 ,只 需 考虑 在 x 


轴 上 工 沿 着 ro 的 左右 两 个 方向 的 极限 存在 而 且 相等 ;而 复 变 函数 
f(z) 当 zz 时 极限 limf(z) 的 存在 性 ,要 求 = 在 zo 的 9 去 心 邻 域 
中 沿 任何 路 径 趋 向 于 <。 时 的 极限 存在 而 且 相 等 . 这 显然 要 复杂 得 
多 . 对 于 以 下 给 出 的 关于 复 变 函数 的 连续 性 、 可 导 性 的 定义 ,其 意义 
也 是 一 样 的 . 
定义 2.1.4” 设 函数 ww 二 f(z) 在 区 域 D 中 有 定义 ,z。E€ D. 如 
果 
limf(z) = f(zo) (2.1.3) 


则 称 函数 f(z) 在 点 z。 是 连续 的 . 
如 果 函 数 在 D 内 各 点 连续 , 则 称 f(z) 在 D 内 连续 . 
设 z 二 工 十 iy,zo = xo 十 iyo, 那 末 
Az = (x + iy) (zo + iyo) = (x — x) + ily — yo) 
= Ar + iAy. 


设 
w = f(z) = ulz,y) 十 ioCzryy)， 
wo = f (za) = uro yo) + ivGros yo), 
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Aw = w — wo = ^u + iv, 


而 
Aw = w — ws 
—f(z)—fG) 
= [uGr,y) d-ivGr, 30] 一 [z(z。,y。) + iv Cro, yo)] 
= [uGsy) 一 uGro 3] + iDbvGr;3) 一 v Gr) ]: 
所 以 有 


Az = uCr,y) — uro y, Av = vGr,y) 一 vzo, Yo). 
由 定理 2.1.2 可 知 ,(2.1.3) 式 也 可 写 为 
limAw = 0. (2.1.4) 

显然 ,由 定理 2.1.3 与 定理 2.1.4 立即 可 得 下 面 两 个 定理 . 

定理 2.1.5 BERKS) 在 zo 点 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,二 
元 函数 u(t,y) 与 v(z,y) 在 点 (ro,yo) 处 连续 . 

定理 2.1.6 两 个 连续 函数 的 和 、 差 、 积 都 是 连续 的 ; 当 分 母 不 
为 零 时 , 商 也 是 连续 的 . 

例 3 试 证 如 果 函 数 在 一 点 处 极限 存在 , 则 必 在 该 点 的 某 个 去 
心 邻 域 内 有 界 ; 如 果 函 数 在 一 点 处 连续 且 不 为 零 , 则 必 在 该 点 的 某 个 
邻 域内 恒 不 为 零 . 

正明 D 设 limf(z) = 4, 则 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 不 妨 取 * 


= 1, 存 在 9 之 0, 只 要 0 一 |z 一 zo| 二 6 时 就 有 
I ア Ge) 一 A| & 1 
成 立 , 又 因为 
げ @) — 141S fe 一 A| «€ 1, 
所 以 有 
Ife» く 141 二 1 

所 以 GO 在 zo 的 去 心 邻 域 D(zo,9)N{zo} 中 有 界 . 

(2) 如果 — 7z) 在 zo 点 连续 ,由 定理 2.1.5,xz(z,y),uCr,y) 
TE Gc») 连续 ,因而 |f(z)| = VazCzyy) 十 V(Xyy) Cto» yo) 连 
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gk. 因为 当 f(z,) 关 0 时 ,所 以 |f(zo)| 关 0. 由 二 元 函数 的 连续 性 知 ， 
HE Crary) 的 某 个 领域 内 , I Gn) 十 w(x,y) > 0, 即 在 ,的 某 个 
领域 内 ,|/(z)| > 0, 因 而 f(z) 关 o0. 
定理 2.1.7 4 f(z) 在 有 界 闭 区 域 DD 上 连续 时 ?, 它 的 模 
1f(z)| 在 石上 也 连续 ` 有 界 且 可 以 取 到 最 大 值 与 最 小 值 , 即 存在 常 
数 M>0, 使 f(z)| x: M( € 万 ), 且 在 万 上 至 少 有 两 点 zzz, 使 
LIS Iel e ED) S |fG»| > FC)l, Ge の ) 
如 果 我 们 把 (o 写成 
定理 2.1. 7 就 不 难 证 明 . 
上 述 定 理 2.1.7 中 , 如 果 把 条件 (>) 在 闭 区 域 万 上 的 连续 改 为 


fk D 内 连续 时 , 则 |f(z)| 未 必 有 界 .例如 ,函数 /(z) = SH 在 单 
位 圆 |z| — 1 内 连续 ,但 |f(z)| 无 界 . 


$ 2.2 解析 函数 


2.2.1 复 变 函数 的 导数 


复 变 函 数 导数 的 定义 ,形式 上 和 微 积分 中 一 元 函数 的 导数 定义 
一 样 ,因此 微分 学 中 的 求 导 基本 公式 和 导数 的 和 、 差 、 积 、 商 ,复合 函 
数 的 求 导 法 则 ,几乎 都 可 以 推广 到 复 变 函 数 中 来 . 

定义 2.2.1 BRR D RE iR w ニア) 的 定义 域 ,z。€ の , 若 


① RASO EAKR D E 3 RH RBE KR D RC ID. EIE BE FA 
界 上 的 点 zo € D 的 连续 性 是 指 当 < 在 区 域内 沿 不 同 路 径 趋 于 co 及 沿边 界 趋 于 zo 时 的 极 
RFF S). 


ore 


对 于 x。 近 旁 的 点 > と D(z zd 
f(z) 一 f(z0) 


H z> z, 时 的 极限 存在 , 那 末 我 们 称 (<) 在 z。 点 可 导 ( 或 可 微 ). 这 
个 极限 值 称 为 1(z) 在 zo 点 的 导数 , 它 是 一 个 复数 , 记 作 P Co ,或 


i - dw | d us 
O| mw. | .把 它 写 为 
Cn = lim EE — 769, (2.2.0) 
若 令 Az = xz 一 zu,(2. 2.1) 式 也 可 写 为 
f'G) = lim LEEA) 一 eo) (2.2.2) 
um 


由 定理 2. 1.2, (2. 2. 2) 式 又 可 改写 成 下 面 的 形式 
Flza + Az) — {lzo) = f' (zo)Az + alAz)Az, (2.2.3) 
其 中 lima(Az) = 0, 由 此 有 下 面 的 定理 . 
定理 2.2.1 如 果 S Co) 存在 , 则 f(z) 在 z 点 必 连 续 . 
但 上 述 定理 反之 不 真 . 例如 ,f(z) = |z| 在 z=0 处 连续 ,但 不 可 
导 ,请 读者 自 证 之 . 


2.2.2 解析 函数 


定义 2.2.2 如果 函数 /(z) 在 点 z 的 某 个 领域 内 的 每 一 点 可 
导 , 则 称 f(z) 在 zo 点 解析 (或 称 在 zo。 点 正则 ). f(z) 在 区 域内 毎 一 
点 解析 ,就 称 f(z) E D 内 解析 . 显然 ,由 于 区 域 局 是 开 集 ,所 以 f(z) 
EKR D 内 解析 与 f(z) E D 内 处 处 可 导 是 等 价 的 .不 解析 的 点 , 称 
为 函数 的 奇 点 . 在 整个 复 平面 CE 上 解析 的 函数 , 称 为 整 函 数 . 

定理 2.2.2 如 果 f(z) 5j g GO EKR D A 

(OD af(z) 十 bg(z) 在 D 内 解析 , 且 

[af(z) + bg(z)) = af' (z) + bg' (z), 
28・ 


Hp a 和 4 为 复 常 数 . 
(2) f(z)g(z) 在 DD 内 解析 , 生 
ADET = foge) + f(z)g' G). 
(3) 如 果 g(z) メ 0 € DL 在 DD 内 解析 , 且 
[£2] gf (2) 一 g' GOof (2) 
g(z) g’ (z) i 
例 1 证 明 /(z) = x” aD) EAPC 上 处 处 可 导 , 且 
f(z) = ne 
Aw _ (< 十 Az)" 一 を 


解 xz 一 Az 
monet POLI Ducis p An, 
所 以 
f'G) = lim SE = aet ( € 6). 


例 2 讨论 函数 f(z) = z 的 解析 性 . 
解 ” 对 于 zx EE, 因 为 


令 Az — 0 WE Ay = kAz 方向 ,其 中 是 实数 ,此 时 


A: Ar—iay l7! 


Az Ard dAy 


DL» 


由 于 的 任意 性 ,所 以 它 不 趋向 一 个 确定 的 值 , 即 极限 lim A 不 存 
在 ,所 以 f(z) = > 在 G 上 处 处 不 解析 . 
不 难 证 明 ,任何 复 多 项 式 we 十 wz 十 … 十 wz" 在 复 平 面 E 上 解 
析 , 且 其 导数 为 
a, 十 2a;z 十 … 十 na 


29・ 


任何 有 理 丽 数 名 二 二 二 如 在 除去 使 分 母 为 零 的 点 


(最 多 为 m 个 ) 之 外 的 复 平面 CE 上 解析 . 其 中 alk 一 0,1,2,*…,n)， 
bj = 0,1,2,…,m) 均 为 复 常 数 . 

定理 2.2.3 WE — g(xz) 在 区 域 D 内 解析 ,w ニア (⑦) EKR G 
内 解析 , 且 g( の ) C GOI C 88 (f LB) YE w 的 定义 域 中 ), 则 w= 
fLg(z)] 确定 了 一 个 DD 上 的 解析 函数 , 且 


ifo = テア [ge)]g 2). 
Noi DEM P この 
$13 函数 (<) = ESTEE —3; 在 使 分 母 为 零 的 点 z — 25 


三 3 处 没有 定义 ,它们 是 Ko BRA. p" fG) f£ 6N(2,3) 上 解 
br. 


$2.3 解析 函数 的 充分 必要 条件 


虽然 导数 的 定义 与 实 变量 一 元 函数 相 类 似 , 但 由 复 变 函数 的 极 
限 意 义 可 知 ,极限 式 (2. 2. D 中 > 一 zo( 或 Az 一 0) 的 方式 是 要 求 z 沿 
着 任意 路 径 趋向 于 zo, 而 不 只 是 某 些 特殊 的 方向 . 因此 ,要 用 定义 来 
讨 论 一般 函数 在 某 点 的 导数 存在 或 检验 它 的 可 导 性 ,将 是 件 十 分 困 
难 的 事 . 下 面 , 我 们 将 提供 一 个 检验 (<) 存在 性 的 有 效 方法 . 它 把 
验证 函数 也 三 f(z) = ur) 二 ieCryy) 在 点 Cryy) 处 的 可 导 性 与 
它 的 实 部 «Ces v) 和 虚 部 eCr y) TES Gros yo) 处 的 可 微 性 联系 了 起 
x. 

定理 2.3.1 设 人 是 两 数 /(z) — u Gn y) 十 iv(x,y) 的 定义 域 ， 
zc—orckdyJÉ D BU eR MSG 在 点 = 可 导 的 充分 必要 条 件 是 
uCr.y) 和 ovG.y) 在 点 (x,y) Ab up k. Boss E WD P - Am 
(Cauchy-Riemann) 方程 (或 简称 C-R 条件 ) 

・30・ 


Be de 
dr ay 
[Ecc 
a gy 
此 时 
(uy pig pu o 9 
ey 


证 明 ” 先 证 必要 性 : 


(2.3.1) 


d f(z) = z(r,y) 十 io(r、y) 在 点 z PO SECUN P (D =a +ib, 


由 (2. 2.3) 式 可 得 
flz + Az) 一 SC) = f'(x)Az + aCAz) * Az 
= (a + ib) (Ac + iAy) 
+ (a, 十 iw)(Ar + iA y), 
其 中 ww + ia, = a(Az)， lima(Az) = 一 0. 


于 是 ,f(z 十 Az) fo 的 实 部 Au 和 庶 部 Av 分 别 为 


Au = a&r 一 OAy 十 aAr 一 aaAy 
Av = bAr + gAy + a,Ar 十 aAy. 
因为 由 limea(As) = 一 lim (a, 十 ia) = 0, 所 以 有 


lime, — 0, lima, = 0. 
arso arov 
ca 0 


(2.3.3) 


故 由 微 积分 中 二 元 函数 的 微分 定义 知 ,uCzryy) 和 uCzyy) 在 (zy) 可 


f H. 
M aVV opa 
ar dy'à Jy" 
即 満足 C-R 条件 . 此 时 
fe =a tib= pim, 
必要 性 证 毕 . 
证 明 充 分 性 : 


由 于 二 元 函数 Ge y) 和 wx,y) 在 (x,y) 可 微 ,所 以 有 
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du , du 

Au = a^ T aya» 十 pe, 
dv 9v 

Av = zA T aya 十 pe. 


Hp p= Ar 十 Av = |Az|, 且 当 p 一 0 时 ,el 0,6 一 0, 于 是 
f(G + Az) 一 f(z) = Au+tiAv 
= Far + PAY + pe, 


$ Md + PAy + pe] 


= (Zar + Xay) + if Zae + Zas) 
+ ple a. 
因为 zz、y) 和 w(xr,y) 満足 C-R 条件 、 所 以 
| à n NET ou 
fG + A) — f(z) = (Ex + i Ay e i| Bar 十 ay) 


十 ple, + ie) 


- (X 4i E) (Ar + iAy) + ple + ien 


| du 
dr 


0, 所 以 由 (2. 2. 3) 式 知 


ple + ie) 
Fija E 


* Az. 
因为 lim ea te) ie) _ 
lim LE + Me) f a gig 

即 证 明 f C 的 存在 ,所 以 f(z) 在 z 点 可 导 . 定 理 证 毕 . 
由 此 可 以 推 得 ,如 果 u,v 在 点 (z,y) 处 的 偏 导数 不 存在 或 不 满 
足 C-R 条件 , 则 zw = f(z) = 二 4 十 在 z= 二 x 十 iy 处 必 不 可 导 . 
运用 该 定理 ,我 们 就 能 很 容易 地 讨论 例 2 的 解析 性 了 . 对 于 


fz) ニャ ティ ーjy。 有 z(z,y) 一 zyo(zyy) 一 一 y; [ES = 
à = 1. 所 以 在 平面 上 的 所 有 点 处 ,wu 和 wvw 均 不 满足 C-R 条 件 ,由 
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此 ,函数 f(z) = z dE G 上 处 处 不 解析 . 
定理 2.3.2 ASO) = ur y) 十 iv(x,y) 在 区 域内 解析 
的 充分 必要 条 件 是 zz.y) 和 w(x,y) 在 区 域 D 内 可 微 , 且 满 足 C-R 
条 件 . 
例 4 讨论 函数 f(z) = e'(eos y 十 isin y) 的 解析 性 . 
解 因为 f(z) = e'(cos y disin y), 所 以 
uCr,y) 一 ercos y, vCr.y) = esin y. 


它们 在 & 上 处 处 具有 一 阶 连续 偏 导数 ", 且 


e'cos a E e'sin y E 
àr 5y7335' dà SS Jy 
满足 C-R 条件 . 由 定理 2.3.2 知 该 函数 在 C 平面 内 处 处 解析 , 且 有 
f'e) 一 vim = e'cos y + i e'sin y 


= e'(cos y + isin y) = f(z). 
例 5 讨论 w= 二 1x1? 的 解析 性 . 
解 ” 因 为 w= jz|? = r’ + y, FA 
g(ry) =z + y’, vG,y)z0. 


à Qu Moa, LUE 
ar HB 7" uy 


易 知内 在 ァ ニッ 0 時 オオ 満足 C-R 条 件 ,因此 w= |z|? 仅 在 
之 三 0 点 可 导 . 在 z 关 0 处 ,因为 不 满足 C-R 条 件 ,所 以 处 处 不 可 导 ， 
该 函数 在 & 平面 上 处 处 不 解析 . 
例 6 设 刀 (=) 在 区 域 忆 内 便 为 零 , 则 jx) ED P aa A ORC 
解 HT 


" _ u - の 
FG) aim 


dv . kt 
y ig? CED), 


所 以 有 


D 若 v(z,y) 在 (z,>) 点 处 具有 一 阶 连 续 偏 导数 , 则 在 (z,y) 必 可 微 . 
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du du ov Je 
S LS LT LIT) CED 
dr dy dr dy ED), 


则 必 有 
gz) =C vlr) =C; (CC: 为 实 常数 )， 
所 以 


f(z) = ulr,y) tiv(r,y) =C, c iC; =C. 


$2.4 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 


在 区 域内 解析 的 画数 (<) 在 该 区 域内 存在 着 任意 阶 导数 (在 
下 一 章 § 3.4 节 中 我 们 将 证 明 ), 因 此 如 果 函 数 /(z) = u t iv EKR 
了 内 解析 , 则 它 的 实 部 w 和 虚 部 wv 在 D 内 任意 一 点 (7,y) 处 一 定 是 任 
意 阶 可 微 的 . 又 由 定理 2. 3.1 知 x 和 ww 满足 C-R 方 程 ,车 将 C-R 方程 


RUBROS — S 的 两 边 对 求 偏 导数 ,第 二 式 全 ニー D 的 两 边 对 
> 求 偏 导数 , 则 得 
Fu Fv fv Bu 


dr’ aray 3y” 


因为 


Fv Fv 


Jydr aray’ 


从 而 有 


同样 可 得 


在 实 分 析 中 , 我 们 把 在 平面 区 域 D 中 具有 二 阶 连续 偏 导 数 且 满 
足 方程 
・34・ 


3U HU, 
ar? ay? 
的 二 元 函数 U(xz,y) 称 为 万 内 的 调和 函数 . (2. 4. 1) 式 称 为 拉 普 拉 斯 
(Laplace) 方程 ,有 时 简 记 为 
AU = 0. 
其 中 へ 为 微分 算 子 ,人 = as t a 

Hi E X8 a] An ,一 个 解析 函数 的 实 部 x 和 虚 部 v 都 是 内 的 调和 
函数 . RATER u 和 w 是 一 对 共 生 调 和 函数 ,它们 之 间 由 C-R 条 件 相 联 
系 . 

对 于 区 域 DD 内 的 调和 函数 ,是 否 存在 内 的 解析 函数 以 为 实 
部 或 虚 部 呢 ? 一 般 情况 下 ,结论 是 否定 的 . 如果 D 是 单 连 通 区 域 , 则 
结论 是 肯定 的 . 

如 果 已 知 区 域 D 内 某 个 解析 函数 的 实 部 u( 或 虚 部 v) ,那么 就 可 
以 利用 C-R 条 件 求 出 它 的 虚 部 v( 或 实 部 ,从 而 得 到 也 内 的 解析 函 
数 人 (<) =u + iv 的 表示 式 . 

例 7 已 知 调和 函数 = y! 一 32* y oR GHI TEURIL BR Cv L3EGR 
以 z 为 实 部 且 满足 条 件 1(0) = 1 的 解析 函数 f(z). 


(2.4.1) 


解 因为 时 一 一 6zy, = 3y 一 arx 
$T acm Q) 
LES LEE (2) 
将 (1) 式 两 边 对 y 积分 得 


ulr, y) Ir 6ry)dy ニー 3xy! + er). 
为 了 确定 eG ,将 上 式 两 边 对 工 求 偏 导数 ,并 与 (2) 式 比较 得 
Z = 3y 二 G(r) = 3r o 3y, 
FER P) = 3ga) = [arde = e 十 C, 从 而 得 
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vGr,y)——32y' +r 4C, (3) 
Hp Cy Schi. xxx ge u 3C JS RO PRÉC. 由 定理 2. 3.2 知 ,解析 所 
BONS: 

fe) = y! — 3x! y + il — 3ry +C) 
可 简化 为 
f(x) = iz? 十 iC， 

再 由 已 知 条 件 f(0) = 1 可 确定 待定 常数 CC: 

f(0)=iC=1, C=—i. 
于 是 所 求解 析 函 数 为 


fG)-iz!-1. 


$2.5 初等 解析 函数 


这 一 节 我 们 将 对 复 变 函 数 的 初等 函数 作出 定义 ,并 且 讨 论 它 们 
的 解析 性 . 这 些 函 数 将 是 微 积 分 中 通常 的 初等 函数 在 复 域 中 的 推广 . 
我 们 将 会 看 到 : 经 过 推广 了 的 复 初等 函数 在 自 变量 取 实 值 时 ,其 性 
质 除 与 实 一 元 函数 的 初等 函数 一 致 .同时 , 复 变 函 数 还 具备 一 些 特有 
的 性 质 . 


2.5.1 指数 函数 


由 本 章 例 4 可 见 ,函数 
f(z) = e (cos y + isin y) 
在 有 平面 上 解析 『, 且 (<) = f(z). 当 z 为 实数 时 ( 即 y — 0 时 )， 
J) = e 与 通常 实 指数 函数 一 致 ,因此 ,我 们 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 2.5.1 Mtz =r + iy Mecos y 十 isin y) 定义 了 复 


(D 在 全 平面 上 解析 的 函数 , 亦 称 为 整 函 数 . 
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指数 函数 , 记 
exp(z) = e'(cos y 十 isin y)”, 
或 简 记 
€ = e'(cos y + i sin y). (2.5.1) 
Re(e) = e'cos y, | Im(e) = e'sin y; 
le] =e, Arg(e) — y - 2x. (k—0, c 1,). 

如 果 对 于 函数 了 (x)(z EC ,存在 着 复数 了 EC ESHT) = 
f(z) 对 于 所 有 < € G 成立, 则 称 GO 为 周期 函数 ,T 称 为 f(z) 的 周 
期 . 显然 ,nT(n 为 整数 ,n 关 0) 也 是 f(z) 的 周期 . 

下 面 的 定理 概括 了 指数 函数 e* 的 一 些 重 要 性 质 . 

定理 2.5. 1. e 为 指数 函数 , 则 

A) et! = e e e HA zw E 成 立 , 所 以 (e*)" = e, 

(2) e' 5€ 0. WR — c HRR n 0,6 二 1; 当 z<<0,er ご 1. 

(3) e* 是 周期 函数 ,其 周期 了 = 2nri(n 为 整数 ,n A 0). 

(4) ef = i,e" — — 1,e¥ =— i,e" 一 1. 

(5) e — 1 的 充分 必要 条 件 是 z = 2nni(n 为 整数 ). 

证 明 ”我 们 只 证 明 (1) ,其余 的 请 读者 自 证 之 . 

令 z 二 T+ 十 iy 和 w= 二 十 认 , 于 是 由 指数 函数 定义 ,有 

ett ue 
= e'"[cosCy + t) 十 isin(y 十 1)] 
一 er * e'[ (cosy cos t — sin y sin £) 十 iCsin ycos t 


(rtiy)+ Gi) [PI 


=e 


+ cos y sin の ] 
[e'(cos y + isin y)] * [e'(cos t + i sin の ] 
= e.e", 


显然 ， 


T 指数 函数 exp(z) 的 exp 是 英文 exponent( 指 数 函数 ) 的 词 头 . 
・37・ 


由 (2.5.1) 式 ,有 
e" — cosy + isiny. (2.5.2) 
例 8 求 expe) 的 实 部 与 虚 部 . 
E 令 z 一 工 十 iy, 因 为 


€ 一 er(cos y + isin y) = e'cos y + ie'sin y, 


所 以 
exp(e:) = e""""[cos(e'sin y) + i sin (ersin y)]. 
从 而 有 
Re[exp(e)] = er - cos(e'sin y), 
Im[exp(e') ] = e" . sinCe'sin y). 
2.5.2 対数 函数 


在 实 旺 数 情况 下 ,我 们 定义 对 数 函数 为 指数 函数 的 反 函 数 . 对 于 
复 指数 函数 ,其 定义 域 为 6, 值 域 为 CE\{0}. 由 于 复 指数 函数 是 周期 
函数 ， 不 存在 单 值 反 函 数 ,所 以 无 法 定义 单 值 对 数 函 数 . 当 我 们 限制 
在 @ 的 某 些 子 集 上 考察 复 指数 函数 时 , 它 是 一 对 一 的 . 

记 A, 为 带 域 ; 

A, = {x + iy|r € Roy y S y + 27}. 

函数 e 将 平面 上 的 带 域 4, 一 一 对 应 地 映射 为 WW 平面 上 的 区 域 
&\{0}( 记 号 CE\{0} 是 指 整个 复 平面 CE 除去 原点 0 的 区 域 ). 我 们 可 从 
图 2-3 中 观察 得 出 这 个 结论 . 

由 此 可 见 , 指 数 函 数 的 一 一 对 应 区 域 是 平行 于 实 轴 、 宽 度 不 超过 
2x 的 带 形 区 域 . 现在 ,我 们 可 以 讨论 指数 函数 的 反 函 数 了 . 

定义 2.5.2 ”对 数 函 数 是 指数 函数 的 反 函 数 , 即 满足 方程 

e"—z (z250) 
的 函数 w = f GO 称 为 = 的 对 数 函 数 , 记 
w = Lnz. 
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图 2-3 e$ A, 一 一 映射 为 EN\{0} 


& w = u + iv,z = re”, 那 末 


eti = re”, 
从 而 
e-—r 即 «-—lnr, 
v — 0 + 2k (k 为 整数 ). 
或 
u-—ln|z|, v= Argz, 
所 以 


w-Lnz-In|z| +i Arg z 
= In|z| + i(arg z + 2x) (k —0, + 1,-). (2.5.3) 
H F Arg > 是 多 值 的 ,所 以 Ln > 是 多 值 函数 . 我 们 必须 把 它 单 值 
化 处 理 . 若 记 
ln z — In |z| +iargz, (2.5.4) 
TE Zo EGNO) SI BE {u 十 ivju € R, —n vs n) 的 映射 ， 
见 图 2-4. 这 样 ,对 数 函 数 可 写 为 
Lnz —Inz-ri2kx (为 整数 ). (2.5.5) 
它 对 应 某 个 确定 的 A, 称 为 对 数 函 数 的 第 上 个 分 支 ,是 > 平面 上 GN0)} 
到 W 平面 上 帯域 : 
A, = {u + iv|u € R,QE — Dn «v x (2k + Da) 
(《 —0, tle) 
的 一 一 映射 . 对 应 于 k= 0 的 那个 分 支 , 则 称 为 对 数 函 数 主 支 ((2. 5. 
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图 2-4 ln z 的 映射 
4) 式 表示 的 是 対数 主 支 ),In z 称 为 对 数 函 数 的 主 值 . 
因 为 对 数 函 数 各 分 支 之 间 , 虚 部 仅 差 2x 的 整数 倍 ,因此 当 给 定 
特殊 分 支 ( 即 给 定 & 的 值 ) 时 ,Arg < 的 值 也 就 被 确定 了 . 
例如 ,如 果 给 定 分 支 的 虚 部 落 在 区 间 ( 一 xx) 中 , 则 Ln CL 十 


D=In ソ 2 4 Ti, 即 取 的 是 — 0 的 那个 对 数 分 支 


如 果 给 定 分 支 的 虚 部 落 在 区 间 (r,3x) 中 , 则 Ln C1 十 D = In 
V 十 生机, 即 取 的 是 4 一 1 的 那个 对 数 分 支 . 这 可 在 
Lad +i) =Inl1 i| +i Argad +i) 
=ln V2 +iarg Q +i) + i2kr 
一 In VZ +i + 2m) 
Q =0, +1, 2, 
中 取 k = 1 得 到 . 
利用 复数 的 乘积 与 商 的 辐 角 公式 (1. 2. 8) 与 (1. 2. 9), 易 证 复 对 
数 函 数 保持 了 实 变数 对 数 函数 的 乘积 与 商 的 相应 公式 : 


Ln(ziz:) = Lnz, + Lnz;?, 


O 由 于 对 数 函 数 的 多 值 性 .该 等 式 应 理解 为 对 于 右边 的 值 ,左边 必 有 Ln(si + z) 
的 某 一 对 数 分 支 值 与 之 对 应 . 
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Ln( つ ) = Lnz, 一 Lnz。 (z 350) 


在 笑 変数 対数 中 、 负数 不 存在 对 数 ;但 在 复 变 数 对 数 中 ,负数 的 
对 数 是 有 意义 的 , 它 是 多 值 的 . 例如 
Ln(—1)=In|—1|+iarg(— 1) + i2ex 
一 (2 十 1)ri (k=0, +1,=) 
下 面 讨论 对 数 函 数 的 解析 性 . 
对 于 对 数 主 支 in z = In|z| 十 iarg zx, 其 实 部 ln|z| 在 除 原点 外 
的 复 平面 上 处 处 连续 ;但 其 虚 部 arg = € (— m.70 ,在 原点 与 负 实 轴 
都 不 连续 . 因为 对 于 负 实 轴 上 的 点 z = x(x 二 0)， 


lim arg z —— x, lim arg z =x, 
* 


y*0ー yeo 


所 以 在 除去 原点 与 负 实 轴 的 复 平 
面 :SNz 二 jply テ 0 xz 和 0} 上 ， 
Inz 处 处 连续 . 

定理 2.5.2 对 数 主 支 
lnz = In|z| + i arg z dE [X S D 
— GN Tiy|ly-0.rz0) 上 解 
析 ( 见 图 2-5), H. 


dur 
dz E 


由 定义 ew = z, HHF = 求 导数 得 


图 2-5 ln z 的 解析 区 域 


e^. ns =], 


Bp 
= Llne ニュ 
因此 
de i 
ds" x 


其 他 各 给 定 的 对 数 分 支 因为 Ln z = ln z + i2ex Ce 确定 ), 所 以 
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也 有 


(Ln 2) = (In z 十 i2kr)' = + 


因此 ,对 于 确定 的 &, 称 Ln z 为 一 个 单 值 解析 分 支 . 
例 9 求 In[( 一 1 一 DG 一 D] 的 值 . 
和解 BA 


In(-1—i —In /2 — z, 
In(1—i) —In V2 一 n 
所 以 
Ln[C- 1 —D( — D] — (ln YZ zi 


+ (ln VĒ — c 2k 
= 2ln V2 — mi + 2&ri 
— In 2 -- zi -- 2(& — Dri, 
故 有 
In[c— 1— DA — 0] =ln2 + zi. 
#XE H In[C— 1 — DO — D] 2 InC— 2) = In2 + zi. S 
然 , 其 结果 是 一 致 的 . 


2.5.3 SW 


征 叉 2.5.3 Wrz 为 不 等 于 零 的 复 变 数 ,/ 为 任意 一 个 复数 ,我 
们 定义 乘 寡 z" Jy e" BD 
gl zs ens, (2.5.6) 
当 z 为 正 实 变数 /为 整数 时 ,上 式 与 微 积分 中 乘 寡 的 定义 一 致 ， 
而 当 z 为 复 变数 、w 为 复数 时 ， 
g/ = gn: 一 erLnizi+iargsii2tz] — entin stir] 一 erin: , ok 
(2.5. 7) 
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(k = 0,0, 
由 于 Ln < 的 多 值 性 ,所 以 z^ 也 是 多 值 的 .e”: 称 为 BO ETC. 
从 (2.5.7) 可 见 : 
当 p 是 整数 时 ,z” — e^ 是 单 值 的 ; 


Mn AREE 时 (p/g 为 既 约 分 数 ),z" 是 有 限 多 值 的 : 


z" = ehte (k = 0,1,2,,q — 1); 


当 /为 无 理 数 与 虚 部 不 为 零 的 复数 时 ,z“ 是 无 穷 多 值 的 . 


例 10 求 i 的 值 . 
解 ” 按 定义 有 
ii eil i 一 ein ii 24m) eiii tmo e^ 2w (b—0,:1,-) 


例 11 求 1 的 値 . 


解 1 T =e Tihi =e V (ln 1 十 2kmi) 2 Y 


=e 
(k=0, 1,7). 
定义 2.5.3 实质 上 包含 了 一 个 复数 的 ”次 寡 函 数 与 ”次 方 根 函 


数 的 定义 . 
(1) 因为 当 w = n(n 之 1 自然数 ) 时 ， 
z" = e"n: 一 gnünir tiarge+ 24n) 


= en(lnl:1+iargz) 


= elnlzl+iargs 。 el に IT iarge eelnlz|+iargz 


一 z。z…2z (7 个 z 之 积 ) 


(一 0,1,2,… 和 2 一 1) 


・43・ 


当 z 给 定时 , 它 与 第 一 章 (1. 2. 12 式 关于 一 个 复数 = 的 ?次 方 根 的 定 

义 完全 一 致 . 因为 Ln z ERR Er 十 iyly= 0,+ 二 0) 上 解析 ,所 

以 函数 Xz 在 该 区 域 上 亦 为 解析 , 且 由 复合 函数 求 导 公式 可 得 
GEY 一 (ein 一 二 二 et olg 


关于 函数 Ln z 的 多 值 情况 的 单 值 化 处 理 , 本 书 将 不 作 详细 讨 
论 . 一 般 ,我 们 都 从 它 的 函数 主 支出 发 讨论 各 类 问题 . 


2.5.4 三 角 函 数 和 双 曲 函数 


定义 2.5.4 定义 三 角 函 数 与 双 曲 函数 如 下 : 


rar 


正弦 画数 sins ニ ニー デー (2.5.8) 
余弦 函数 css と キャー, (2.5.9) 
双 曲 正弦 函数 ”sh = — 5— 5, (2.5.10) 
双 曲 余弦 函数 ”ch = = TEE, (2.5.10) 


当 z 是 实 变 数 时 ,这 个 定义 与 初等 微 积 分 中 正弦 .余弦 、 双 曲 正 
弦 、 双 曲 余弦 的 定 叉 是 一 致 的 . 

由 于 e 和 es 在 @ 平 面 上 是 解析 的 ,所 以 上 述 由 (2. 5. 8) 式 到 
(2.5. 11) 式 所 定义 的 四 个 函数 在 整个 复 平 面 & 上 解析 . 易 得 

(sin z)' = cos z, (cos z)' —— sin z, 
(shz) =chz, (ch z)' = sh xz. 

三 角 函 数 与 双 曲 函数 的 一 些 性 质 也 可 由 相应 的 实 变量 函数 的 一 
些 性 质 推广 而 得 . 其 性 质 为 : 

(D) sin z,cos 是 以 2r 为 周期 的 周期 函数 ;sh z,ch > 是 以 2ri 为 
周期 的 周期 函数 . 

这 是 因为 e** 是 以 2x 为 周期 的 函数 ;e** 是 以 2xi 为 周期 的 函 
数 . 由 定义 即 可 验证 (1). 
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(2) sin z,sh z 为 奇 函 数 ;cos s,ch z X (B ER CU. 
G) 一 些 恒 等 式 仍 成 立 : 
sin'z 十 cos’z = ], 
sin(z, 十 z;) = sin zicos z; + cos z,sin zz, 
COS (z, + z2) = cos を iCOS z; 一 sin zisin zz, 


sin 2z = 2sin z *cos z, cos 2z = 2cos'z — 1, 


ch'z 一 sh'z = 1, shz +chz =e, 
sh(z, + z;) = sh z,ch z; + ch z,sh z3, 
ch(z, + z;) = ch ch z; + sh zish z;, 


(4) 三 角 函 数 与 双 曲 函数 之 间 满 足 关系 式 : 
cos(iz) =chz,  sin(iz) —ishz, 
ch(iz) = cos z,  sh(iz) = i sin z. 
(5) Isin z|, [cos z| 不 是 有 界 函数 . 
上 述 性 质 (2),(3),(4) 均 可 由 定义 验证 . 关于 性 质 (5), 由 (3) 可 
知 
sin z = sin(x + iy) = sin zr * cos(iy) + cos x sin(iy); 
再 由 (4) 得 
sin z = sin x ch y + i cos zsh y. 
所 以 , 
lsin z|? = sin? x ch? y 十 cos?x * sh?y 
= sin'r(ch*y 一 sh*y) + sh?y 
= sin*r 十 sh’y. 
HR O S sin'z « 1, [HE y oo Bj sh*y >+ oo, E ELS y — 
9o li, [sin z| 一 十 co, 即 sin z 是 无 界 函数 . 这 与 实 变量 的 正弦 函数 


( 对 于 任何 >EG, 如 果 有 上 (一 >) = f(z), 称 f(z) ARAR MRA SO a ニー 
f(z), 称 其 为 奇 函 数 . 
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有 本 质 的 区 别 . 
例 12 和 解 方程 e 十 1=0. 
解 ”改写 原 方程 为 e = 一 1, 于 是 方程 的 解 为 
z, = Ln(C— 1) — In| — 1| + 2kri = (2k + Di 
(k=0, d den 
例 13 解 方 程 sinGz) =i. 
和解 因为 sin(iz) =i sh xz, 所 以 原 方程 可 改写 为 sh z — 1,28 BD 


EIE = 1. BIS e z 0, 所 以 可 化 简 得 
e*—2e6 —1-0 
解 之 得 
= 二 [2+ ViT4]=1+ VY, 
所 以 


zP = Ln(1-- V2) =ln|1 + V2 | + 2kri 
(一 0, 士 1,…)， 

zi? = Lad — /2) —In|1 — /2|- (2k + Dai 
(k= 0, Ed) 


思考 题 二 

1. MERR w — fC) 在 一 点 处 的 极 根 存在 .连续 .可 导 和 解析 的 意义 是 什 
么 ?它们 之 间 的 关系 如 何 ?函数 在 一 点 处 可 导 是 否 必定 在 该 点 解析 ? 

2. 区 域内 的 连续 函数 是 否 必 是 有 界 函 数 ? 请 举例 说 明 . 

3. MEAR w = f) = u(r,y) 十 ivir, y) ER olto yo) 处 可 导 的 等 价 
条 件 是 什么 ? 试用 极限 lim LEAD — € 存在 与 As -> 0 的 方式 无 关 性 来 
验证 C-R 条件 成立 . 

4. 如 果 在 区 域 D 内 任意 给 出 两 个 调和 函数 (rz,y) 与 v(z,y), 那 么 由 它们 
分 别 作 为 实 部 与 虚 部 所 构成 的 复 变 函数 也 二 f(z) = 二 u(r,y) 十 iv(z,y) 在 内 
是 否 一 定 是 解析 函数 ?请 举例 说 明 . 
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5. 验证 三 角 人 恒等式 
(D sin(z 十 zy*) = sin z, * cos z; + cos zi sin zz; 


(2) sin'z 十 cos'z = 1; 


(3) sinc% — z) = COS z; 
(4) cos(z + 7) 一 一 cos z. 
6. 验证 


(1) ch'z 一 sh?z = 1, ch?z 十 sh’z = ch22: 
(2) cos(iz) — chz, sin(iz) — i sh z. 
7. |z^| = Iz lO HARO 成 立 否 ? 
(提示 :由 2^ 的 定义 进行 分 析 ) 
8. 已 知 一 个 解析 函数 /(z) = w(x,y) + ivGe y). 如 果 恒 有 
0, 能 和 否 得 出 x 和 w 为 常数 的 结论 ?请 举例 说 明 . 


习题 二 


Zo- 


ay 


1 试问 函数 w = eT 将 Z 平面 上 的 上 半 平 面 映射 为 W 平面 上 的 什么 区 


域 ? 


2. 试问 函数 ww = Az EZ 平面 上 带 形 区 域 忆 = {x = 了 十 iy;0 < y< 2) ik 


射 为 W 平面 上 的 什么 区 域 ? 


3. 试问 函数 ww 二 xz 十 3 将 Z 平 面 上 圆 域 {z;|z| <r) 映射 为 W 平面 上 的 


什么 区 域 ? 
4. 证 明 : 若 /(z) Fg GO 在 点 =。 处 解析 , 且 
f(z0) = g0) = 0, g' (2a) £0, 
则 有 


Fly. -F d 
Imre) EN 


它 类 似 于 实 分 析 中 的 洛 必 达 (I“ Hospital) 法 则 . 
5. 下 面 各 式 的 极限 是 否 存在 ?如 果 存 在 , 求 其 值 


(CD lim S —l, 2) lim Sine 
z ELI を 


E 


6. 求 下 列 函数 的 奇 点 
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十 1 
o zi Q AE ——áa0: 


(3) ett, (4) 3 
7. 设 f(z) = utr 0) 4- ivGr 8) Gr re?) 在 区 域内 解析 、 吊 基 C-R 条件 
的 极 坐 标 形式 为 


w a 1 % 
$' r r æ’ 


且 有 
f'G) = Ceos 0 — i sin OP + i Z), 


8. 讨论 下 列 函数 的 可 导 性 与 解析 性 
A) f(z) = az! + izy; (2) f(z) = r + iy’; 


(3) f(z) = sin rch y +i cos x sh y; (4) f(z) = L 


9. 如果 函数 /(z) 在 区 域 忆 内 解析 , 且 满足 下 列 条 件 之 一 ,证 明 f(z) 在 D 
内 必 为 常数 

OD 了 (z) 在 DD 内 解析 ; 

(2) If) | R arg f(z) fk D 内 恒 为 常数 ; 

(3) Re f(z) 或 Im f(z) f£ D 内 恒 为 常数 ; 

(4) f(z) 为 实 值 函数 . 

10. 如 果 二 元 函数 x(z,y) 与 v(r,y) 是 区 域 忆 内 的 调和 函数 , 问 

O) xz,y) 十 v(x,y) 是 否 仍 是 DD 内 的 调和 函数 ? 

(2) u(x,y)，v(7，,y) 是 否 仍 是 刀 内 的 调和 函数 ? 

11. 設 在 区 域 の 内 . 有 (で e) = O GO 成 立 .证 明 : 在 DD 内 F(z) = 6) 十 
Ct C 是 复 常数 . 

12. 设 为 刀 内 的 调和 函数 , 令 了 = Z i E SO REGE D AUR 

13. 如 果 函 数 f(z) =u + iv 在 区 域 D ARCET. BYE D WWE au + bv — c. 
其 中 a,b,c 是 不 全 为 零 的 复 常数 ,证 明 /(z) 在 D 内 恒 为 常数 . 

14. 已 知 解析 函数 /(z) = w 十 iv 的 实 部 (或 虚 部 ), 求 该 解析 函数 .已 知 


i EA = 0: jm = 1; 
(Dv= キメ ブ (の 0; (2) v = 4 テア アプ (0) = 1; 
(3) u = esin y; v = arc tan XY 20. 
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15. 设 函 数 f(z) = a + ary + by! + ilc? + dzy 十 六 ), 试 问 当 实数 a， 
の cd 取 何 值 时 ,f(z) 在 = 平面 上 处 处 解析 . 

16. 试 给 出 满足 下 列 条 件 的 函数 

COD 在 = 平面 上 处 处 连续 ,但 处 处 不 可 导 的 函数 ， 

(2) 在 < 平面 上 只 有 一 点 处 可 导 , 但 处 处 不 解析 的 函数 . 


17. 求 下 列 各 值 
Quis (2) cos(2 — D; 
(3) Ln(— 3 + 40; (4) (1 — i)'; 
の 
(5) le | 
18. 写 出 下 列 函 数 的 实 部 与 虚 部 : 
(1) e***, (2) sin(e* + 1); 
(3) e^; (4) et. 
19. 下 列 各 关系 式 是 否 成 立 ? 
(1) P = e; (2) dn 2) = In z; 
(3) cos z = cos z. 
20. 求解 方程 
(QDe-lc-3iü (2) sh z = 


(3) In zx 一 $i 
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第 三 章 BERKER 


在 介绍 复 变 函 数 的 积分 概念 .性 质 及 初等 函数 的 积分 公式 时 ,可 
以 看 到 它们 与 实 变量 函数 有 许多 类 同 之 处 ,而且 还 有 许多 比 实 积分 
更 为 深刻 的 结论 . 解析 函数 的 研究 是 建立 在 一 些 简单 而 又 十 分 强 有 
力 的 定理 基础 上 的 , 柯 西 积分 定理 与 柯 西 积分 公式 就 是 研究 解析 函 
数 的 重要 工具 ,它们 是 复 变 函数 发 展 及 应 用 的 关键 ,由 此 可 以 导出 许 
多 深刻 的 推论 ,例如 导出 解析 函数 的 任意 阶 导数 都 存在 的 结论 等 等 . 


$3.1. 复 变 函数 的 积分 及 其 性 质 


3.1.1 复 积分 的 定义 及 其 计算 


复 变 函 数 积分 的 定义 ,性 质 与 实 变 函数 积分 的 定义 ,性质 有 许多 
类 同 之 处 ,下 面 我 们 将 定义 沿 着 Z 平 面 上 曲线 C 的 复 变 函数 积分 . 为 
了 叙述 方便 ,今后 我 们 所 提 到 的 曲线 (除非 特别 说 明 ) 一 般 指 光 滑 曲 
线 或 分 段 光滑 曲线 . 

分 段 光滑 曲线 中 的 简单 闭 曲 线 , 亦 称 为 围 道 . 这 在 第 一 章 8 1.4 
中 已 经 作 了 明确 的 定义 . 

定义 3.1.1 设 有 向 曲线 C( 见 图 3-1): 

z= (の (acts p, 
以 a — z (20 为 起 点 2 一 z(B) 为 终点 ,f(z) 在 C 上 有 定义 .把 曲线 C 
任意 分 割 成 a 个子 弧 段 , 设 分 点 为 
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a = zQ,2,,25,.tt.Zz,4 2452, 一 5, 


Bit AUR C, = ae = 1,2, 
en) 上 任 取 一 点 ち (を 三 1,2, 作 
和 式 


S, = 2 FCA, 
k=l 


其 中 Az, = z, — zii (k = 1,2,0 sn). 如 
果 记 AS, 是 子 弧 段 Ci 的 长 度 , 令 ô= 
max AS, , 当 分 点 无 限 增多 ( 即 n —> oo) 
而 这 些 子 弧 段 的 长 度 的 最 大 值 6 趋 于 零 (8 一 00 时 ,和 式 S, 都 以 3 为 
极限 , 则 称 函数 f(z) 沿 着 曲线 C 可 积 .极限 S 称 为 函数 f(z) 沿 曲线 


CB az D 的 积分 , 记 作 | /cz)dz, 即 
} 


S = [rcd = lim D SEDA (3.1.1 
ct neo 4 二 
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著 C 为 闭 曲线 时 ,积分 也 可 记 作 中 f(z)dz. 这样 的 积分 称 为 力道 > 


积分 . 有 时 ,为 了 简单 起 见 ,用 记号 中 f(z)dz s $ f(z)dz 来 表 
lzl=1 lz 一 上 =1 
RAAS) 沿 着 单位 圆周 与 以 1 为 中 心 、1 为 半径 的 圆周 上 的 积分 . 
显然 , 当 C ERKE a «x sb ifj f = ulr) 时 ,这 个 积分 就 是 
一 元 实 变量 函数 的 定 积分 . 由 此 可 见 , 复 积分 的 定义 确实 是 实 函 数 定 
积分 在 复数 域 中 的 推广 . 
定理 3.1.1 假设 函数 f(z) — x(z,y) 十 iv(z,y) 在 曲线 C 上 
连续 , 则 (3.1. D 式 的 极限 一 定 存在 ( 即 f (2) 在 C 上 可 积 ), 且 有 


[fete = | udz — vay + if vdr 十 udy. (3.1.2) 
で € で 


证 明 Bz = tiy (k= 0,1,2,*…,n)， 
Azi = Ze — Zi- = (Te — 1414) c in — yi) = Ax + iAy 
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b= 6, + ih (k = 1,2, 2). 
因为 


S, = 22/05 


MG m) + ieC es m) Ar + iAy) 
kal 


Sce pAr 一 vln Ay] 

+ DIORREN 十 (か)Aw」 

上 式 右 端 虚 部 与 实 部 所 表示 的 两 个 和 式 是 两 个 实 变量 二 元 连续 函数 
的 和 式 . 因为 f(z) 在 C 上 连续 ,所 以 其 实 部 wx(zyy) 与 虚 部 v(xr,y) 
在 C 上 连续 . 当 9 一 0 时 , 即 有 max Ar| 一 0, max 1Awl 一 0, 所 以 


上 式 右 端 的 极限 存在 ,为 二 元 函数 在 C 上 的 曲线 积分 |vdz 一 vdx 与 


IE $ vdy, 于 是 可 知 | Fe)dz 存在 , 且 有 公式 (3. 1. 2). 


公式 (3.1.2) 表明 ,一 个 函数 f(z) 的 复 积分 可 以 转化 为 通常 的 
二 元 函数 的 曲线 积分 . 

为 了 便于 记忆 ,(3. 1. 2) 式 从 形式 上 可 以 看 作 是 被 积 函 数 f = 
u 十 io 与 微分 形式 dz = dz + idy 的 乘积 , 即 f(z)dz = (Qu + iv) X 
(dr + idy) = udr — vdy 十 i(vdr 十 udy) Æ C. Ef) gt. 

gii 设 C 是 连接 复数 点 “与 2 的 任意 曲线 ,试用 定义 计算 积分 


fico faz; [ds. 
€ [in 
解 (1) 因为 f(z) = 1， 


S; by (z,—2z,4)—z,—z,—b a rims, 一 5 一 4, 故 
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[i-a 
(2) f(z) = z, 选 取 E — as ff 


S', = 3uaG 一 na, 
k=l 


我 们 又 可 选取 E, = zi, 得 
S", = Sa = 


由 定理 3.1 知 ,f(z) 二 < 在 C 上 连续 ,所 以 积分 存在 ,因此 5', 与 
S", 4 n — co 时 极限 存在 . 记 为 S. 


n pr " 1 で ヽ 。。 Y 
S, = 3G, S") 326 zi = oU. a, 
所 以 
limS, = Ł lim(S', + S") = S = lg — a’), 
n 2s 2 
Bp 


EE =$- a. 


で 


特別 当 C 为 财 曲 线 (a - 5) 时 ,有 p zm, je = 0。 


由 例 3.1 可 见 , 对 于 曲线 ( 上 的 连续 函数 ,即使 是 较为 简单 的 一 
次 函数 , 利用 定义 来 计算 复 积分 ,也 需要 相当 的 技巧 . 而 对 于 一 般 的 
连续 函数 ,要 利用 定义 来 计算 积分 是 十 分 困难 的 . 下 面 介 绍 利用 曲线 
参数 化 的 方法 ,转化 复 积 分 为 一 元 函数 定 积分 的 复 值 形式 . 

设 曲 线 C 的 参数 方程 

zc z(t) = ar) 十 iy(t) (a x t « B). 

(の テア (の -iy(G Z0 KtR). 

f(z) = ulz,y) + ivGr, y). 

SEZ) ] = ulr) ya] + ivLr GO y G) ]. 

由 线 积分 的 计算 公式 (3. 1. 2) 得 : 


oss - [ucc ode — vr yy ijvGr dz -FuGr y)dy 
€ e E 


B 
- [ Cu Cr CO .y の ) Q) — vG (D (y G) Jt 
à 
十 if wra) yr) + uGr yy CQ) Jdt 


= [ta sw + iva), yN G) 
+ iy Gd 
= [ee de. (3.1.3) 
为 了 便于 记忆 ,上 式 中 被 积 式 可 以 看 作用 = — z(t) 代入 f(z)dz 
而 得 fle) ]dz (4) = f[zG)]z' dt. 
下 面 举 一 个 重要 的 例子 . 
例 2 验证 积分 
& 1 dc n . 
J Ga) 0,n Æ 1( 整 数 ) 
其 中 C 是 以 a 为 中 心 .R 为 半径 的 正 向 圆周 曲线 . 
解 C 的 参数 方程 为 z= z(t) = Re +a, (0 Kt 2r).n=1 
时 ， 


1 de qe ru f 
dz ;Rie"dt = 2ni, 
メータ o Re 


当 nn 关 1 的 整数 时 ， 


中 1 dz 一 F l: Rie'dt = 1 [fea 一 0 
(z —a)» o R'e" R; t 


3.1.2. 复 积 分 的 性 质 


设 f(z),g(z) 在 曲线 C 上 连续 ,由 复 积分 定义 可 以 导出 下 列 与 
实 积分 相 类 似 的 性 质 : 
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(D [tero + ge)]dz = & fds ES tafe dz, 
e c rj 


(3.1.4) 
rp ki A k 为 复 常数 
一 般 , 可 以 推广 到 有 限 个 连续 函数 的 和 的 积分 : 


[tad = の ds, (3. 1. 4)' 
で t=1 l= で 


其 中 (7 = 1,2,…,n) 为 复 常数 . 
(2) 设 曲线 C di C, 5 C, 衔接 而 成 ( 即 C, 的 终点 是 C; 的 起 点 )， 
则 
[éco - | f(z)dz = oe 4 ffar. (3.1.5) 


Cc, 


一 般若 で ー 1C. BL C ti CO 1,2, n) 依次 衔接 而 成 , 则 


In | f(z)dz = ツル od (3. 1. 5)' 
て isig 
Za 


(3) 车 C 是 有 向 曲线 C 的 反 向 曲线 , 则 
| f(z)dz 一 一 fraz. (3.1. 60 


事实 上 ESC 的 参数 方程 为 
Ciz = z(t),(a<it の , 
则 其 反 向 曲线 C- 的 参数 方程 可 写 为 
C^iz — z()—z(ad B—10) (a « t x p». 
所 以 
z(t) ニーg ジ (eg 十 8 一 の (a « t « f). 


B 
E = [IEOR wd 
gz 


= [tse 8 — DJ- za + B — DJd 


・55・ 


uie os Cut M [reo eoc- du) 
8 


一 [feo aodu 
E 
à) 
一 一 | f GO! Cu)du 
Ems os 


(4) 设 :为 曲线 C 的 长 度 , 对 于 = ECO] 二 M, 则 
ffa] < [ircotas < mi. (3.1.7) 


事实 上 ,由 于 
| Drona 31 UO As 


< OM IGOIAS, 入 MY AS， 
ket kal 


= MI, 
对 不 等 式 两 边 取 极 限 ,得 
SE < [ircotas < ni. 
例 3 BEC 是 单位 圆周 ,证 明 
[355a x 2re. 
€ * 
证 在 C:iz|=1 上 ， 
sin z ei 一 e [e le erken ey 
z E Es 2 <e, 
所 以 有 
[Ea < 2re 
z 


例 4 计算 |Rezdz. 其 中 C 是 连接 0 与 4 的 曲线 ,路 径 见 图 3-2 
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1) 直线 段 04; 
(2) 折线 段 OB 与 BA. 
解 (1) ERB OA 的 参数 方程 为 
T7 o< 
y=1 
其 复数 形式 为 2 — z0) 一 (1 十 1 
C0 « t xc 1), 因 此 
Re z(t) = Re[X1 十 Di — 6, 
z()-1-i. 
由 公 式 (3.1.3) 得 


[Reeas = | Re[ e) COdt = [a 4 Ddt e LT, 
。 i 
| 


2 
(2) HRB OB 的 参数 方程 是 


rz-t 
| (0<t<1), 
9*0 
所 以 
zi( の 7 (OEED, (の デュ 1 (0xtxnD. 


X Re[z,(0)] = (0) — t, HALBE BA 的 参数 方程 是 


ィ ー1 
| (QU xt D, 


yt 
所 以 
sz() テ 1 十 (0Oxtz D, z.0)-—i (0ztzx D. 
X 
Re[2,(0)] = ReLr;G) + iy, (20] = xG) = 1, 
积分 


1 1 1 ; 
Re zd Re zdz + | Re zdz = | tdt + | idt = — +i. 
| - } | i |. 
由 此 可 见 , 复 积分 在 起 点 与 终点 相同 而 路 径 不 同时 ,积分 值 一 般 
是 不 同 的 ,然而 我 们 也 可 以 列举 出 一 些 函数 ,它们 在 曲线 上 的 积分 值 
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只 与 曲线 的 起 点 与 终点 有 关 而 与 曲线 的 路 径 无 关 . 那 末 ,函数 究竟 满 
RT A ARTE ,才能 使 它 的 积分 值 与 路 径 无 关 呢 ? 下 面 的 柯 西 积分 定理 
及 其 一 系列 推论 将 阐明 这 个 问题 . 


$3.2. 柯 西 积分 定理 


3.2.1 柯 西 (Cauchy) 积分 定理 


定理 3.2.1 柯 西 (积分 ) 定理 HAMS) 在 封闭 曲线 C 上 
及 其 所 包围 的 单 连通 区 域 D 内 解析 , 则 


の ds = 0. (3.2.1) 


这 个 定理 的 严格 证 明 比 较 复杂 ,在 此 我 们 不 作 介绍 . 为 了 简单 起 
见 ,我 们 假设 S GO 在 DD 内 连续 ,并 在 此 条 件 下 证 明 该 定理 . 

证 明 因为 f(z) =u tivt EAKR D A, H S e) E 
续 ; 而 刀 (z) — u, + iv, = v, 一 duy, AH urvus v, ABEER, H 
満足 本 西 - 黎 曼 方 程 .所 以 ,由 格林 (Green) 公式 可 知 


中 dz vdy [ z o. Jazdy =0, 


= Mx X - 
je 十 «dy = IE: 5, |dzdy = 0. 


从 而 
frode = fuda — vdy + i feaz + udy = 0. 


推论 1 WRR SO) 在 单 连通 区 域 刀 内 解析 , 则 AGO ED A 
任意 分 段 光滑 曲线 C 上 的 积分 与 路 径 无 关 ,只 与 C 的 起 点 ,终点 有 
关 ， 

WEBB HC, AC È D PEE PON zo EE ICON zi 的 任意 两 条 曲 
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銭 ,C, 的 正 向 与 C: 的 逆向 曲线 Cz 形 
成 一 个 围 道 C( 图 3-3), 因 为 DD 为 单 
连通 区 域 ,所 以 曲线 C 及 其 内 部 区 域 
属于 D,f(z) 1E C 及 其 内 部 区 域 上 
解析 , 则 由 定理 3. 2. 1 与 复 积 分 的 基 
本 性 质 (2) 和 (3), 有 

0= fdz = | f(z)dz 


£ 


CtCs 


= [reos 4 [ros 


é 
1 


= [feos 一 [ra 
e C 
所 以 
[roa - oe 


6 


由 于 C, f C, 的 任意 性 ,得 到 推论 的 结论 . 
下 面 我 们 把 柯 西 积分 定理 推广 到 多 连通 区 域 中 去 . 在 讨论 关于 
多 连通 区 域 的 柯 西 积分 定理 之 前 , 我 们 先 定义 多 连通 区 域 边界 曲线 
的 正 向 . 设 有 界 多 连通 区 域 D 是 由 十 1 条 闭 曲 线 CoC CC, 
围 成 ,其 中 C 是 外 边界 ;C1,C,，,…,C, 是 Ce 内 部 nn 条 互 不 相交 、 互 不 
EAMA EE EA E MAR: 见 图 3-40). 图 中 阴影 部 分 是 多 
学 C, 
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连通 区 域 忆 , 而 忆 的 边界 曲线 C 的 正 向 是 这 样 定义 的 : 当 点 沿 着 曲线 
前 进 时 ,区 域 D 始终 在 曲线 的 左边 . 因此 ,由 此 作出 的 多 连通 区 域 D 
的 边界 曲线 C 的 正 向 应 是 

C=C +C C; C. 

推论 2 多 连通 区 域 中 的 柯 西 定理 RRAS 在 多 连通 区 
D REHAR C 上 解析 , 则 

[rco = 0. 

证 明 用 弧 段 7(& を = 1,2,…,n) 按 图 3-4(2) 所 示 连 接 C, 与 
Cilk = 0142,77 sn) Bl] Y, Ge 二 1,2,…。n) 必 落 在 DD 内 ( 除 端点 外 ). 因 
为 为 与 次 是 方向 相反 的 同一 弧 段 且 7 均 在 D 的 内 部 ,所 以 函数 
f(z) dg Y, 5 Yi (b — 1,2,…,n) 上 解析 .对 于 割 破 以 后 的 区 域 ,可 以 
看 作 是 边界 为 


r=C +C + + + MLnEML 


k=l kwl 
=C 十 »» $ »» 
的 单 连通 区 域 . 如 图 3-4 (2) 所 示 , 函 数 .f(z) TE DIR VAL D 293 E 
连通 区 域内 解析 ,由 定理 3. 2. 1 及 积分 性 质 (2) 知 


0 一 [rca 一 [rene T M [rc 十 EOS 
T て だ も た A 


因为 
[eoe EN oe (ku 1,2, m, 
所 以 有 
IE = 0. 
于 是 ,对 于 多 连通 区 域 的 柯 西 积分 定理 得 证 . 
上 式 也 可 写成 
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ds 十 3 fre = 0, 
因此 有 
jen - 一 »» frode. (3. 2.2) 


(3.2.2) 式 说 明了 函数 f(z) 在 多 连通 区 域外 边界 Ce 上 的 积分 
等 于 沿 内 部 各 边界 闭 曲 线 上 的 积分 和 (注意 :任意 一 条 闭 曲 线 上 的 积 
分 都 按 逆 时 针 方 向 ). 

特别 在 (3.2.2) 式 中 , 当 n 二 1 时 , 即 函 数 在 由 两 条 闭 曲 线 C, 与 
C, 所 围 成 的 多 连通 区 域 D 及 边界 上 解析 时 ,我 们 就 得 到 


Pies pe )dz. (3.2.3) 
XAR MOS HU A 上 积分 的 形变 原理 . 利用 它 ,我 们 可 以 把 复 


杂 的 (不 易 参 数 化 的 ) 闭 曲线 上 的 积分 转化 为 简单 的 (易于 参数 化 
的 ) 闭 曲线 上 的 积分 ,请 看 下 面 的 重要 例题 . 


8s 计算 积分 中 二 二 
KAMAR a 不 在 C 上 ,为 整数 ( 参 
见 图 3-5). 

解 ” 当 = 一 < 位 于 闭 曲线 C 所 围 区 
域 也 的 外 部 时 , 则 被 积 函 数 /(=) = 


ーー C 及 其 内 部 解析 . 由 柯 西 积 


zdz. C 


H 
分 定理 知 , 有 こす = 0. 
当 n 志 0 时 ,函数 f(z) = と Ly 是 整 函数 ,同样 有 
bl — ay = 0. 
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J3UEEIEnz 1,aEDD 的 情况 . 

因为 f(z) 在 DD 内 除 4a 点 外 是 解析 的 , 作 一 个 以 a 为 中 心 .R 为 半 
径 的 圆 Cu. 取 R 适 当地 小 ,以 使 Ca 落 在 C 的 内 部 , 则 f(z) 在 C 及 Ck 
上 及 它们 所 围 的 多 连通 区 域内 解析 . 由 形变 公式 (3. 2. 3) 可 知 


1 1 
foit fgit 
€. CR 


由 本 章 例 2 知 
1 Z 2ni, n=l; 
Pelei. n3. 
综合 上 述 讨论 ,可 得 
jG-2 ^ lo 当 a 在 闭 曲 线 C 外 部 或 ， 关 1 时 ， 
(3. 2.4) 
例 6 计算 积分 1 一 PULL ide tha ROREM 
AC 上 的 复数 , 且 a b. 


1 
解 被 积 函 数 f(z) = ニー の で ーー 可 改写 为 


1 1 
(一 の (一 の a—b 


由 (3. 2. 4) 式 可 得 


1 
z—a z—bj 


m ーー の 
Lt $e] 
0, 当 a,b FJI C 内 部 或 外 部 ; 


2xi 


alp 当 < 在 C 内 痢 2 在 C 外 部 
2 


i 


5' 当 < 在 C 外 部 ,6 在 C 内 部 . 
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3.2.2 RARER 


由 柯 西 积分 定理 的 推论 1, 证 得 了 积分 与 路 径 无 关 性 的 问题 . 即 
在 单 连 通 区 域 D 内 解析 的 函数 f(z), 在 DD 内 任意 曲线 C 上 的 积分 


oe 只 与 曲线 的 起 点 .终点 有 关 . 固定 <。 € D, 则 对 于 D 内 任意 


一 点 < ププ 在 以 zx 为 起 点 、= 为 终点 的 曲线 ”上 的 积分 与 7 的 选取 无 
关 , 该 积分 就 在 D 内 定义 了 一 个 积分 上 限 的 函数 , 记 为 


F(z) = [feat (z € D). (3.2.5) 


定理 3.2.2 原 函 数 定理 设 函 数 f(z) 在 单 连通 区 域 D 内 解 

析 , 则 由 (3. 2. 5) 式 定义 的 函数 f(z) 也 在 D 内 解析 ,和 且 
F'(z) = f(z). 

WEBB ”我 们 只 需 对 DD 内 任意 一 点 z 证 明 有 六 GO) = f(z) 即 可 ， 
即 要 证 明 如 下 事实 : 设 z 是 DD 内 任意 一 点 ,对 于 任意 预先 给 定 的 
e> 0, FE 0 7 0, ff 4 |Az| 二 6 时 ， 

Patin Pe - fees 
成立 . 

事实 上 ,由 于 f(z) 在 D 内 解析 ,所 以 D 
JE D iESR. 即 对 于 D 内 任意 一 点 与 
预先 给 定 的 es 之 0, 存在 着 9 — 0, 使 当 此 一 
z| 二 6( 且 使 其 CD) 时 

fX» 一 f(z)| <e 
成 立 . 这 样 ,我 们 作 以 z 为 中 心 .R(R < ô) 图 3-6 
为 半径 的 圆 域 , 记 该 圆 域 为 D(z,R) = (6; 
上 5 一 z| 过 R}( 显 然 有 D(z,R) CD), 取 点 z 十 Az € D(z,R), 必 有 
0 « |Az| « R< 6. WE 3-6 所 示 , 用 直线 连接 z 5 z 十 Az, 使 连接 
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zo 与 z 的 曲线 再 从 z 沿 直线 线段 rz,z 十 Az 延長 至 < 十 Az, 由 (3.2.5) 
式 及 积分 性 质 可 知 


et | Troa - eo] 


= 志 pe. 
f(z) 可 以 写成 
fee) = > | f(z)dt, 


所 以 , 当 |Az| 二 R65 时 ,就 有 1 一 z| ご が ご 9@, 
F(z + As) 一 F(z) 
Az 


fe 


a | Ue - fet 


ー f()|dS 


€ 
< qaz lê?! =&. 


由 于 e 具 有 任意 性 , 即 有 
lim EE + AD — Fe) ) 1 fo», 
亦 即 
F'(z) = f(z) (z €D). 
由 于 z 是 D 中 任意 一 点 ,所 以 F(z) 在 DD 内 解析 ,定理 得 证 . 

与 实 变量 函数 相 类 似 , 若 在 区 域 忆 内 有 G'(z) = f(z), 则 定义 
GG H f <) 的 一 个 原 函 数 . 由 (3. 2. 2) 式 可 见 ,在 单 连通 区 域内 , 解 
HRR >) 的 积分 上 限 函 数 FO) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 

推论 1 =) 的 任意 原 函 数 C(z) Ye D P. 5 (3. 2.5) 式 所 定义 的 
TU EB ERR FC 只 相差 一 个 常数 , 即 


GG) = FG) +c=| fO +C. (3.2.6) 
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(参见 习题 二 11 ED 
由 此 我 们 还 可 导出 与 微 积 分 学 中 的 积分 学 基本 定理 (牛顿 - 莱 
布 尼 Newton-Leibniz 定理 ) 相 类 似 的 定理 , 找 出 在 积分 与 路 径 无 
关 的 条 件 下 ,一 个 函数 GO 的 复 积分 与 它 的 原 函 数 之 间 的 关系 . 
推论 2 若 />) 在 区 域内 解析 .C(<) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 ， 
则 
[rone = G(z) — Cs。). (3.2. 7) 


FEP zo 和 zi H D 内 的 两 点 ,C 是 D AEH <。 与 zx 的 光滑 曲线 . 
WEBB ” 设 曲 线 C 的 参数 方程 为 
z=2z(t)=7r) +iy() eS が 
EA GO) 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 , 即 


dGCz) — 
—de 7 f(z) 
所 以 
GN] = SLO] .= 
由 (3.1.3) 知 
3 B d 
oss 一 | f GG) (の dz =f gee dt. 
A i g 


iG U 和 V 分 别 是 G 的 实 部 和 虚 部 , 则 
A a à 
f doewa = n dued + if iva». 
由 一 元 实 函 数 的 Newton-Leibniz 公式 
f d)» U(z(B)) —U(z(a)) d-i[VGGD) 一 (gz(o) ) ] 


= C(z( の )) 一 GG(a)) 
= Csi) 一 GG) 
即 
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[éco = GG) 一 GG. 
i 


$7 計算 | I ep C RRRA +D Si 2 WERB. 
| 
解法 一 设 曲线 C 的 参数 方程 为 
C:z(t) 一 (2 一 !) 十 三 (1 SS 2), 
所 以 
z'(t)-i- 1. 
dz 2 1 
| z f Gopi G — 1)dt 
d 1 : 
=f FG DAG— D. 
= In[2 + G — DI | 
; 
= In2i — In(14- i) 


- Linz + i 
解法 二 在 区 域 D= (re";0« roo, — n0 n) ih 
数 (<) = 1560) = lnz 解 析 , 且 (lnz) = LAB CE DA 
部 ,所 以 由 推论 2 的 (3.2.7) 式 ,有 


2i 
f Laz Inz 
€ T 


14i 


In2i — In(1 +D = は In2 + Ži, 
显然 , 当 C 是 连接 点 (1 十 i) 到 2i 的 任意 简单 曲线 (在 D 内 部 ) 
时 ,解法 二 比 解法 一 要 方便 得 多 . 
例 8 iE [cossde JUR CEA — 2 8 2 BRIT — 1 
上 半 部 分 
和解 由 (sinz)′ 王 cosz,sins 是 cosz 的 一 个 原 函 数 ,根据 式 (3. 2.7), 
feoszaz = sin2 — sin( — 2) = 2sin2. 


て 
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$3.3. 柯 西 积分 公式 


现在 我 们 将 要 导出 柯 西 积分 定理 的 一 个 重要 推论 — 柯 西 积 
分 公式 . 


3.3.1 柯 西 积分 公式 


这 个 公式 表现 了 解析 函数 的 一 个 基本 性 质 : 在 区 域 D 及 其 边界 
C 上 解析 的 函数 f(z), 在 区 域 D 内 任意 一 点 处 的 函数 值 可 以 由 它 在 
边界 上 的 值 完全 确定 . 它 是 研究 解析 函数 的 重要 工具 之 一 . 
定理 3.3.1 柯 西 积 分 公式 BRAA f(z) 在 有 界 闭 区 域 
D—D-C ERI 为 单 连通 或 多 连通 区 域 的 边界 ), 则 
A Je. 


2ni] z — zo 
证 明 ”我 们 只 证 明 D 为 单 连通 区 域 的 情况 . 
对 于 任意 固定 z € D, 因 为 f(z) 在 D 内 解析 ,而 被 积 函 数 


FG) = LCL 作为 < 的 函数 ,在 DD AIR zo IIR. 


Z 一 Zn 

由 于 f(z) 在 zo 点 解析 ,所 以 f(z) 在 zo 点 必 
连续 , 亦 即 对 于 任意 给 定 的 e> 0, 存 在 一 个 正 数 
5, 使 当 z € {z;|z 一 zo| <8} CD 时 ,|f(z) 一 
f(zo) | «esr. 

作 以 zo 为 中 心 .plp 二 6) 为 半径 的 圆周 
C, = (zilz — z| = 0). 显然 ,Ci 及 其 内 部 落 
在 DD 内 , 见 图 3-7. 

由 闭 曲线 上 积分 的 形变 公式 (3. 2. 3) 知 


dz (z,€ D). (3.3.1) 
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E LO yz LO de 


を 一 る を o を 一 る 5 


Le — fag, ーー 


Em UE. 


注意 到 UE E 二 dz ari 和 右 端 的 第 一 


个 积分 
| f) 一 Ld, < RE 
<— zo 
所 以 
E PASCO) 一 一 dz 一 2zif (z) | < 2nt. 
z- £o 
由 e 的 任意 性 ,可 知 
JO az = rife), (3.3.2) 
č z — Zo 
即 
f(z0) = d JO) d 


注意 : 若 区 域 D 是 多 连通 的 , 则 柯 西 积分 公式 (3. 3. D 中 右 端的 
积分 需 沿 着 D 所 有 边界 曲线 的 正 向 进行 . 对 于 多 连通 区 域 情况 , 读 
者 可 以 自己 证 明 . 

我 们 可 以 利用 (3. 3. 2) 式 来 计算 某 些 函数 在 闭 曲线 上 的 复 积 
分 .这 类 函数 为 Foo = LE 的 形式 ,其 中 /(<) 是 万 内 的 解析 函 
数 zo € D. 


例 8 计算 积分 1 = $997. 
lsl=1 
解 ”因为 函数 f(z) = cos(e*) 是 整 函 数 ,所 以 在 Ix | CY 解析 
z—0€ {z;|z| <1}. HARG. 3.2) 
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I= 2zicos e^) | = 2nicosl. 
240 


8/9 计算 积分 中 二 e ds jeh CR. 


CD 单位 圆周 曲线 ， 逆 时 针 方向 
(2) 中 心 在 原点 .半径 为 3 的 圆周 曲线 , 道 时 针 方 向 . 


解 DEFO = SE 62) 上 解析 ,所 以 在 {z;|z| < 
上 解析 . 由 柯 西 积分 定理 可 知 
i= 
(2) 因为 e 十 z 在 上 解析 ,所 以 e: 十 xz 在 |z| 三 3 上 解析 .点 
z 二 2 在 {z;|z| « 3) 内 部 ,由 柯 西 积分 公式 (3. 3. 2) 知 
$ ot saz = 2ni(e* +?| = 2n(e* 十 2)i. 


[IE 


例 10 求 邊 分 7ー 中 SE de 的 人 
に |=2 


1 Lh] 1 1 
解法 利用 = ニュ 212-53 zi 
1 sin z sin z 
Bes $ Ae $e] 
= + * 2ni[ (sin 2)]|., — Gin z)|._.,] 
= 2ri sin]. 


解法 二 由 柯 西 积分 定理 的 推论 2 即 (3. 2. 2) 式 知 
sin n sin z 
す ds = j EE Zag Mr de. 


Ht C, Rm C. 是 在 |z | <2 中 分 別 包含 < ニー1 与 = 1ERIACE 
不 相交 、 互 不 包含 的 闭 曲 线 . 不 妨 令 


C-tlebibl- ih Gs (zlil =) 


如 图 3-8 所 示 . 因为 


sin z 
[325a j LI i dz 2 25) し xi sinl, 
| sinz 
| 5e - 6 zŁl dz z| 255 = ni sinl, 
: : 


中 Sri tds = mi sin] 十 zi sin] = 2zi sinl. 
z— 
lzl=2 


3.3.2 解析 函数 的 积分 平均 值 定理 


由 柯 西 积 分 公式 ,我 们 可 以 得 到 下 
面 关 于 解析 函数 的 积分 平均 值 公式 , 即 
定理 3. 3. 2. 

定理 3.3.2 如 果 曲 线 C 是 以 zo 为 
中 心 \R 为 半径 的 圆周 Cx:|z 一 zo| = 
R, 函 数 f(z) 在 |z 一 zo| 三 R 上 解析 , 则 


feds NIS 十 Re^)d6. 
9^' 2x o $ ` 


(3.3. 3) 
证 明 Cx 的 参数 方程 为 
Ciz(0) = z, + Re^ (0 x 0 x 21), 
z'(0) = Rie". 
由 柯 西 积分 公式 (3. 3. 1) 有 
fe) = d $e 
CR 


zs a f(zo + Re^) 


= zd Re が ie"d の 
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2x 
E 去 | f(z + Re の )d の . 


解析 函数 的 积分 平均 值 公式 (3. 3. DAR T BRA GO 在 圆心 处 
的 值 等 于 它 在 圆周 上 的 积分 平均 值 . 


“3.3.3 ”调和 函数 的 平均 值 性 质 及 泊 松 (Poisson) 公式 


定理 3.3.3 ”如果 uw =u) 是 闭 圆 盘 万 (0,r) = {z;|z| <r} 
上 的 连续 函数 , 且 在 开 圆 盘 D(0,r) 上 週 和 , 別 対 手 ゥ ご ァ 有 
rip u(re^) dó. 

2r Jo r? + e? — 2rpcos(0 — p) 
(3. 3. 4) 式 称 为 泊 松 (Poisson) AR. 

证 明 ”因为 x 在 开 圆 盘 DO, r) 上 调和 ,而 D(0,r) 是 单 连通 区 
域 ,所 以 存在 一 个 DC, r) 中 解析 的 函数 f ,使 Ref = u. 下 面 我 们 把 
调和 函数 的 问题 转化 为 利用 柯 西 积分 公式 来 处 理解 析 函 数 的 问题 . 

XT z € D(0,r),z = pe*(p <r), 4ER s, (B p< s< r. ient 
z € D(0,s), WE 3-9. 因为 7,:|z| = s, 则 由 柯 西 积分 公式 


fæ = L f £L 


(3. 3. 4) 


u(pe”) 


(z € D(0,5)). 


BI. 


图 3-9 图 3-10 
由 于 该 式 右 边 被 积 函 数 的 分 子 分 母 都 是 复 变 函数 , 故 不 便 直 接 
取 实 部 .我 们 施行 一 些 运算 技巧 ,使 右 式 化 成 一 个 合适 的 表达 式 , 以 
易于 取 实 部 . 
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人 ミー と で € D(0,5)) 为 < 关于 圆周 1z| = * 的 对 称 点 ,如 图 
3-10. AR dE jz| < s 的 外 部 ,因此 有 


ES E E 
2i) p — dt=0  dz| <s). 


与 先前 的 积分 相 加 得 
1 l...-1 
to -= aol rje 
注意 :这 时 II = *, 右 式 括号 内 的 部 分 可 简化 为 


1 1 Ts 
と を この 三 ル る 一 を c- RP 


ro も 
{一 < 一 と 一 > te 


p z+ z EE — 2)+ z(t —2 
t-z) tig — z}? 
E lzļ? 
= 
因此 
A [f Itl* — Iz? 
f(z 2 7 gel T EO dt. 
{= se”, z = pet ,所 以 
Ii? = s. le — p 
Ig — z|? = p + s? — 2spcos(0 — p), 
re 2x d 一 の 
f(pe*) 去 | fse ) ュ イア 一 zensa — の 9 


其 中 。 二 s 对 等 式 两 边 取 实 部 ,得 
(qe = 去 | uce 二 一 全 db 
ups 2x], " se g + e — 2spcos(0 — p) ` 
因为 对 于 任意 的 s >p, + e 一 2spcos(0 一 の 恒 不 为 0, 且 


ulse”) (s? 一 p) 
s* + p? — 2spcos(0 — の 
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关于 s 和 0 是 连续 的 (对 于 固定 的 p,D), 所 以 在 闭 集 0<0<2r, EE 
<s <r pR GE, A s 一 7 时 ， 
uGe?)? e ,u(re)(r’—p’) 
s! -p p! — 2spcos(0 — g) — r* + p — 2rpcos(0 — p) 
XT 9 一 致 成 立 . 这 就 是 当 s 一 ~ 时 ， 
1 u(se^) (s 一 pg) 
2rJ。 s! + p! — 2spcos(Ó — p) 
] ed ure") (r? — p!) dé 
2rJ, r? + p* — 2rpcos(0 — 9) ` 


dô 一 


所 以 有 
A u(re^)(r* 一 p) dp 
2x), r? + @ — 2reos(0 — 9) ^ 

泊 松 公式 说 明 , 一 个 调和 函数 在 一 个 圆 内 一 点 处 的 值 可 以 用 它 
在 圆周 上 的 积分 值 表示 、 

如 果 在 圆 |z| = r+ 上 给 定 一 个 连续 函数 w, 则 由 公式 (3. 3. 4) 定 
义 的 就 是 : 


u(pe*) = 


"i ure?) (r? — p) 
2n], r? + p* — 2rpcos(8 — 9) 


就 是 圆 盘 上 的 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问题 的 解 (参见 6. 5. 1 边 值 问题 1). 


u(pe*) = dó (3.3.5 


$ 3.4 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 


在 实 变量 函数 中 ,定义 在 一 个 区 间 上 的 函数 即使 在 这 区 间 内 可 
导 , 也 不 能 保证 该 函数 在 这 个 区 间 内 的 二 阶 导数 存在 . 但 在 复 变 函数 
中 , 若 一 个 函数 在 一 个 区 域内 解析 , 则 可 以 利用 $ 3. 3 中 的 柯 西 积分 
公式 推 知 , 该 解析 函数 是 无 穷 次 可 微 的 . 
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3.4.1. 高 阶 导 数 的 柯 西 积 分 公式 


定理 3.4.1 高 阶 导数 的 柯 西 积 分 公式 ” 设 函 数 f(z) 在 闭 区 
域 D 上 解析 (DD 为 单 连通 区 域 或 多 连通 区 域 ), 则 f(z) 在 DD 内 的 任意 
阶 导数 存在 , 且 


f (zo) = f(z) a. 


inl (z 一 z)" 
其 中 C 为 也 的 边界 ， BER ze € D. 
证 明 首先 对 = 1 的 情况 给 予 证 明 ， 
fes an — プ (e。) f) 
(eo lim "m (z — zd 
成立 . 取 |Az| 充分 小 使 = 十 Az € D, 由 柯 西 积分 公式 知 


f(zot+Az)—fz) 1 1 fG) f(z) 
Az Az ri $t T Jez 


(n = 1,2,…), (3.4.1) 


z — (z + Az) z — zo 


f) 
2ni xj Lz 一 (zo + Az)](z 一 "i 
而 
E an - f(z0) f) 
zx $ (z 一 z y 
1 $i f(z) f(z) Ja 
2ri [z— (zo AD])G —- 20 Gzy] 


fz)» Az 
= 2m uf [z 一 (zo 十 Az)]G 一 zd 


4 ô = min |z — zol, ,如 图 3-11 取 |Az| 充分 小 ,使 |Az| 二 5, 则 必 有 

zo Az € D. 因为 对 于 C 上 任意 一 点 ,都 有 |z 一 zo| 宇 6, 所 以 
lz — (zo + Az)| 1(z — z) — Az| >ò — |Az| > 0, 
WM = max|f(z)|, 此 时 有 
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MlAs| _., 
(— |Az|)6 "' 


| $ fe m 
d [z 一 G, + Az) ](z 一 zo)? 

其 中 / 为 曲线 C 的 长 度 ， m |Az| 一 0 时 ， 
[fees tA f(zo) f(z) 


zm $ (< 一 zo FE 


€ OMi- jae ~0. 
2x(8 一 |Az|)&* 
于 是 
fG)- A j cas 

因为 z,。 是 DD 内 任意 一 点 ,所 以 当 n 二 1 时 ， 
(3.4. D RE D 内 成 立 . 

对 于 ”之 2 的 情况 ,我 们 可 以 用 归纳 法 Bin 
证 明 . 证 明 虽 不 难 但 演算 较 麻烦 ,此 处 从 上 略 . 

实际 上 ,为 了 便于 记忆 ,(3.4.1) 式 

ア e。) = 去 fG) a. 


(< 一 z)? 


从 形式 上 可 以 看 成 是 柯 西 积分 公式 (3. 3. 1) 式 

A 6 fe, 

2xi "EIE 

的 两 端 对 zo 求 导 ; 而 右 端 关于 zo 的 求 导 可 以 在 积分 号 下 进行 , 即 右 
端的 求 导 运算 与 积分 运算 可 以 交换 ,高 阶 导数 (之 2) 的 情况 也 是 如 
Jt. 


例 11 计算 积分 中 cos = jdz, 其 中 C 是 绕 i 一 周 的 闭 曲 线 . 


f(z0) = 


(z — i) 
和解 ”由 于 cos = 在 C 及 其 内 部 解析 ,所 以 由 (3.4.1) 式 得 
COS z 2xi n 
Pe = 7 Cs Zu 
ri cos(z + 2・ 2| T ri ch1. 
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例 12 计算 积分 1 二 $—tila. 


22 —2 +1 3 2 : 
解法 由 于 セー e ILL. 


idz 十 2 3 m て ds 


=0+3X2m 十 0= 6ri. 
解法 二 ”直接 运用 高 阶 导数 的 柯 西 积分 公式 (3. 4. 1) 得 
I = 2ri(22* — z + 1)' |.-, 一 2xi(4z 一 1) |.。」 = 6ni. 


913 计算 积分 [一 Pos uds Je Comi oni 


曲线 |z| — ro 1. 
解 ” 作 两 个 小 圆 Ci:|z 一 1| ==6,Ci:|z 十 1| = 6, 此 处 取 6 充 
分 小 ,使 C 和 C;, 落 在 C 内 , 且 互 不 相交 .为 此 ,只 需 取 6 — min (1,7 — 
) 即 可 ,于 是 


e 
um je E pu 


E $e pide 十 Pete 


GE 9 ESD 
EA e- すす ー と Tr 9 


(z 一 De > (< 一 3€ 
ES ep Du tcr p 
.el! 
= 0 + 2ni —- 


2 


シア 
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3.4.2 ” 柯 西 不 等 式 和 柳 维 尔 (Liouville) 定理 


利用 高 阶 导 数 的 柯 西 积分 公式 ,我 们 可 以 对 导数 的 模 进 行 估计 . 
定理 3.4.2 HARFA RRAS) EAAS {z |z 一 zol 
SR) 上 解析 , 则 有 


1 
I げ の e。)| x pM. 


其 中 M = max | で )| 此 式 的 证 明 请 读者 自己 完成 . 


"€ ls 
定理 3.4.3 柳 维尔 定理 。” 有 界 整 函数 /(z) 必 为 常数 . 
证 明 因为 f(z) 是 有 界 整 函数 ,所 以 必 存 在 M > 0, 使 对 于 一 
切 z EC, 有 1/(z)| 志 MM. 
对 于 任意 的 z。E€ @, 由 本 西 不等式 知 , 


Fal «M. 


4 Roof | GO] — 0. 因 此 有 ア GO = 0. 由季 zo 的 任意 性 , 得 
(で) 一 0,zEG, 所 以 jz) 恒 为 常数 . 

这 是 复 变 函 数 与 实 变 函 数 不 同 的 又 一 特性 . 在 实 分 析 中 ,有 许多 
非 常数 的 有 界 光 滑 函 数 (甚至 在 整个 实 轴 上 , 函数 的 任意 阶 导数 存 
在 ), 例如 函数 Sa) = sin x 是 整个 实 轴 上 的 任意 次 可 微 函 数 , 且 有 
[sin z| 过 1, 即 它 是 有 界 函 数 , 但 它 不 是 常数 . 而 在 复 变 函 数 中 ,非常 
数 的 有 界 整 函数 是 不 存在 的 . 

运用 柳 维 尔 定理 ,我 们 可 以 非常 简洁 地 证 明代 数学 基本 定理 . 
(在 代数 学 中 要 证 明 这 个 定理 难度 是 较 高 的 ) 

定理 3.4.4 代数 学 基本 定理 Hasana, REND 
1l. Ha, 750. $ P(z) 二 a 十 aiz 十 … 十 4,z", 它 是 一 个 整 函 数 , 则 至 
少 存在 着 一 个 点 z E GE ,使 得 POO = 0. 

注意 :定理 的 结论 亦 为 “n 次 多 项 式 必 有 7 个 零点 "(如 果 把 同一 
零点 出 现 的 次 数 记 成 为 零点 的 个 数 的话 ). 
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WEBB Atè 设 P(z) 在 EC 上 无 零点 ,由 于 P(z) 是 整 函数 ， 
` ED EN 
所 以 f(z) = ez) 在 EC 上 也 解析 . 由 于 
|PG)| = la 十 ao 十 az 十 … 十 as-iz | 
> la| |z|" — lal — lallzl — 7 — lanii lzm 
4 a — jal + lail t + la 上 如果 Iul > 1, 手 大 
s le。| lail _ .leil 
IPGO| > lzl dal izl e fep 1^? 
> |z| a,l ]z| — a) 
> la.llz| — a. 
对 于 任意 给 定 的 M > 0, 令 R= max(1, M 4 r “}, 则 当 |z| >R 


时 ， 


1P(z)| >M. 
这 样 , 当 |z| >R, A 
1 1 
I げ で )] = TP SM 
在 闭 圆 盘 |z| CR EGO 解析 ,所 以 它 的 模 有 界 . 役 存在 ん ン 
0, 使 |/e)| ミル (|z| SR), FERF z € 6.1/2] TIBI 


max y, «L2. 由 柳 维尔 定理 知 万 二 必 为 常数 , 即 P(z) 必 为 常数 ,这 


与 定理 的 假设 矛盾 , 故 定理 得 证 . 


AE N TRSA: 因为 
fe = s 
1 
a 十 aviz dca 
下 


a, + a (ED aso rado 


4 z- oo RT SI 
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limf(z) 二 二 二 0 十 下 二 6 一 0 (AA a #0). 


所 以 , 存在 充分 大 的 正 数 0, 当 |zl > 尺 時 |f] 二 1, 即 


1 1 x 
I5 «LX BUS pe EMM le] < REER HETEM > 0, 使 


I5 | «n G € |z| < IO ,从 而 在 整个 复 平面 G 上 有 


1 
ps [EM 


Tepis 在 5 上 解析 , 且 有 界 . 由 柳 维尔 定理 知 py 必 为 常数 , 即 
P) 必 为 常数 ,这 与 定理 假设 矛盾 , 故 定理 得 证 . 


思考 题 三 
1. a mr [code 中 ,C 是 连接 a 和 ”两 点 的 有 向 曲线 ,我 们 能 否 把 积分 写 


成 | ds 的 形式 ?为 什么 ?什么 情况 下 可 以 用 这 样 的 写法 来 代替 ? 
2. 若 用 参数 方程 = — 0) ast 8 来 表示 曲线 C ,那么 如 何 利用 zo 来 
表示 它 的 反 向 曲线 ? 


3. MRA すむ /<)d< = 0, 那 么 是 否 一 定 有 结论 :f(z) 在 C 及 其 内 部 区 域 D 


上 解析 ?请 举例 说 明 . 
4. JR GO 在 单 连通 区 域 DD 内 解析 ,C 为 D 内 任意 一 条 闭 光滑 曲线 , 则 


由 柯 西 定理 知 中 /(z)dz = 0, 而 f = Re/G) + i lmy(z), 问 是 否 必 有 中 Re 


(zydz = 0, Gim Gode = 0? 如 果 成 立 , 试 给 出 证 明 ; 如 果 不 成 立 , 试 举 反例 说 
明 . 

5. 下 列 各 组 中 的 积分 值 是 否 相等 ? 

of E 2d. | B 


£-a' z—a 
d 
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dz dz dz 
e | (z— a) [z ー a)?’ [« ー ay 


其 中 1, 是 起 点 同 为 4. 终点 同 为 8 的 三 条 m B 
不 相交 的 光滑 曲线 ,a 点 在 曲线 【与 所 图 成 的 。 ZA 
区 域内 部 (如 图 3-12 所 示 ). 

6. 什么 样 的 分 段 光滑 闭 曲线 C 能 使 积分 


$= lide 等 手 堆 ?( 共 中 为 不 等 于 零 的 复数 ， 


且 点 4 与 一 4 不 在 曲线 (上 ). 图 3-12 

7. 形变 定理 的 方法 对 于 计算 复 积分 有 什么 
好 处 ? 试 举例 说 明 . 

8. 在 第 3 题 中 ,如 果 我 们 对 于 曲线 C 及 函数 f(z) 给 出 一 定 的 假设 , 那 末 我 
们 可 以 利用 原 函 数 定理 来 证 明 下 面 的 莫 累 拉 (Morera) 定理 (也 可 看 作为 柯 西 
积分 定理 的 逆 定 理 ). 

* 莫 累 拉 (Morera) 定 理 ” 设 J(z) 在 单 连通 区 域 忆 内 连续 . 且 对 于 刀 内 任 


意 闭 曲线 C, 有 fre» 一 0, 则 f(z) 在 DD 内 解析 . 


HERG. 
(注意 :定理 中 区 域 D 是 单 连通 的 .C 是 D 内 任意 闭 曲线 的 条 件 是 必要 的 ) 


习题 三 
1. 求 下 列 积分 
(① [qz, 其 中 必 是 连接 0 到 i 再 到 2 十 i 的 折线 段 ， 
(2) [zd 3t*b C 是 (@) 逆 时 针 方 向 单位 圆周 曲线 ,bp) 连接 0 到 1 十 i 的 直 
ABS 
(3) [e 一 の dz, 其 中 で 是 连接 0 到 i 的 直线 段 . 


2. 信 计 积分 | de 的 模 , 其 中 C 是 上 半 单 位 加 周 ( 沿 间 时针 方 向 ) 昌 


R. 
・80・ 


3. 计算 积分 |eos(3 十 DLeésc 是 具有 角 点 0,1,1 十 ii 的 单位 正方 形 ， 
逆 时 针 方 向 为 正 向 . 
4. 设 / GO 是 整 函数 , 求 积分 


f(z 十 re)eied0. 


其 中 4 之 1 整数， 
(提示 : 令 z = z。 十 re",0 «CÓ x20) 
5. 設 /(z) 在 单 连通 区 域 D. 内 解析 , 且 不 为 零 .C 是 D 内 任意 简单 闭 曲线 ， 
试问 积分 
ア <) 
d f(z) 


dz 


是 否 等 于 零 ? 为 什么 ? 
6. 试问 下 列 各 式 是 否 成 立 ( 不 必 计 算出 值 )? 
1 E b. 
s $ rep i $ a HE 


1 _ 1 
it j a Ht = j Fe ER. 


isl i lefa 


7. 求 下 列 各 积分 值 (用 最 简单 的 方法 ): 
o) $a. 大 中 Ciz( の = cos £ + i2sin 1,0 & t < 2x. 


D $ie  gebesom. 

i 
(3) f £a HEP Ciz) = 2 eo L1 2x. 
a» $e 其 中 Clz 一 1| = ニュ. 

"ES c 


(5) desi zdz 其 中 C:|z| r0. 
i 


1 ・ l 
PE nh Cuz 1| = 一 . 
(6) $a zd 其 中 ;|z 1| 2 


8. 计算 下 列 各 积分 值 : 
(D 4 E PN (2) $ req 


zi J ze 一 3 「 
1 Hia 
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z Zla 1 
Ei $H ror e j DL 


HE ーー 
9. i / GO 在 整个 复 平 面 上 解析 ,ze 不 在 曲线 C 上 ,证 明 : 
f(z) f(z) 
ーー イー ニー 
试 推出 一 般 结果 . 


10. PRU GO 在 简单 闭 曲线 C 及 其 内 部 解析 ,和 且 在 C 上 有 /f(z) = 0. 证 明 : 
在 C 内 部 ,f(z) = 0. 
11. 由 复 积分 $ dz 的 值 , 证 明 实 积分 | er "ros Sin Nd = x. 


12. 计算 下 列 各 积分 


a) sina 
z 
HI 
(2) 中 — dsi 
de: 一 y 
lale? 2 


(3) $ Gt 过 sde, 其 中 Cilz| =r> 1; 


(4) 中 等 qz, 其 中 CC 是 包含 原点 O 的 光 清 闭 曲线 (: 为 实数 , 且 : 天 0); 
1 ` i 
(5) DN = 2; 


o 中 下 二 当 击 sur 
z= 


D is SP ds gb Cile — il = 2. 
J 


13. 已 知 f(z) BERM, n RE fd 1 C iB EUR. |/(z)| 宇 1, 证 明 f(z) 必 
为 常数 . 

14. 已 知 f(z) 是 整 函数 , 且 存在 着 实数 MM, 使 Re /(z) ご M,(z € 60 成立 , 
试 证 明 f(z) 必 为 常数 . 

15. 如果 (>) 在 闭 圆 盘 {z;jz| <1) 上 解析 , 试 证 明 


es 
7Ce = 去 | ES. e<). 


ーー で 
(提示 : 设 z。= re? € (zilz| « 1D 
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16. B f GO 在 单 连通 区 域 D 内 除 点 zo 外 解析 ,但 在 zo 点 近 旁 有 界 . 正明: 
对 于 DADA z 的 任何 简单 闭 曲 线 C, 有 7<s)ds = 0. 


(提示 :利用 形变 定理 , 作 中 心 在 z。, 半 径 充 分 小 的 圆周 Cs). 
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第 四 章 级 数 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 利用 解析 函数 的 柯 西 积 分 公式 给 出 解析 函 
数 的 级 数 表示 ,讨论 台 劳 (Taylor) 级 数 与 罗 朗 (Laurent) 级 数 . 
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我 们 首先 介绍 复数 序列 与 复数 项 级 数 、 复 函数 序列 与 复 函 数 项 
级 数 的 概念 及 基本 定理 . 由 于 它们 的 许多 结论 及 其 证 明 方 法 与 实数 序 
列 及 实数 项 级 数 相 类 似 , 因 此 一 般 情 况 下 ,我 们 只 作 叙 述 而 不 给 证 明 . 


4.1.1 复数 序列 与 复数 项 级 数 


定义 4.1.1 Piz) (n= 1,2,…) 是 一 个 复数 序列 ,其 中 z, = 
à, +ib, (n 二 1,2,…) ,a, = Re z,,b, = Im z,; 又 设 zo 二 a 十 记 是 一 
复数 . 如 果 对 于 任意 给 定 的 。 > 0, 存 在 正 整数 N = が (e), 使 得 ヵ ニ 
NN 时 ,有 
|z.—z|<e 
成 立 , 则 称 复数 序列 {z,} 的 极限 为 zo, 或 者 称 {z,) 收敛 于 zo, 记 作 


lim Za = Zoe (4.1.1) 
如 果 复 数 序列 {z,} 不 收敛 , 则 称 {z,) 发 散 . 
由 不 等 式 
la, — a| & Iz, — zl S la, — a| + |o, — bl 


lba = 5| S |, — zo| S la, — al + lb, — b| 
・84・ 


容易 得 到 下 面 的 结论 . 
定理 4.1.1 复数 序列 {z,) = (a, 十 ib) = 1,2,…) 收敛 于 
z 二 a 十 认 的 充分 必要 条 件 是 
^ lima, =a, lim b, = b. (4.1.2) 
38384. 1.2. 柯 西 收效 准则 “复数 序列 {z,} 有 极限 的 充分 必要 
条 件 是 ,对 于 任何 e — 0, 存 在 着 N = NCe), 使 当 x> N 时 恒 有 
lzm — zl KE (112,7) 
成立 . 
定义 4.1.2 ”对 复数 序列 {z,) = (a, ib) (n 二 1,2,…), 和 式 


Deasa tetz He (4.1.3) 
n=l 


称 为 复数 项 级 数 , 它 的 前 n 项 之 和 
S, = zi Hz +e Hz, 
称 为 级 数 (4. 1. 3) 式 的 部 分 和 , {5,) (n 二 1,2, 0 称 为 级 数 (4.1.3) 


的 部 分 和 序列 ,z, 称 为 级 数 ゝ z, 的 一 般 项 或 通 项 . 

如 果 LS.) 收 伍 , 则 称 级 数 (4. 1.3) 收 化, 其 和 为 5, 的 极限 ， 
lim S, = S, 即 》 s. = 5， 亦 称 级 数 (4.1.3) 收敛 于 S. 如果 (5。 不 
收敛, 则 称 级 数 (4. 1. 3) Ri 

由 定理 4.1.2 与 定义 4. 1. 2 立即 可 推 得 定理 4. 1. 3. 

定理 4.1.3 复数 项 级 数 > ， c. 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 的 部 


分 和 序列 {S,}》 满足 柯 西 收敛 准则 , 即 对 于 任意 给 定 的 es > 0, 存 在 着 
N = 一 NGe), 使 当 关 全 NMN 时 1$ — S,| < E RTH = 1,2,*…). 
如 果 在 上 述 推论 中 令 p= 1, 则 有 IS — S, = | <E. 
由 此 可 得 复数 项 级 数 收敛 的 必要 条 件 为 它 的 一 般 项 z, 趋向 零 . 
即 : 若 Y =, 收敛, 山 必 有 
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lim z» = 0. (4.1. 4) 
定理 4.1.4 级 数 <. 收 全 的 充分 必要 条 件 是 级 数 a 与 
b, 均 収 谷 ( 基 中 z, = a, + ibon = 1,25). 
9 SRED + 0 的 收 全 性 
Wo 因为 2 二 发散 ,所 以 原 级 数 发 艇 
定义 4.1.3 如 果 级 数 > 1=.| MB UR > ,绝对 收敛. 如 果 


DEN 收敛 ,而 > 1z.| REAME Y) z, 为 条 件 收 人 

由 复数 的 模 的 不 等 式 

lS coro se | n Bn dose PE ay 
を it 人 sty Dens 

由 定 理 4.1.2 立 即 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 4.1.5 BARY Les 收 剑 , 则 级 数 es ic IDA 
对 收 化 的 级 数 必 收 化 ,但 反之 不 一 定 成 立 . 

由 于 绝对 收敛 级 数 > |z,| 的 一 般 项 |x,| 为 非 负 实数 ,因此 可 以 
从 实 分 析 中 正 项 级 数 的 理论 与 方法 去 判定 它 的 收敛 性 . 


4.1.2 复 函 数 序列 与 复 函 数 项 级 数 


定义 4.1.4 设 {f,(z)} 是 一 个 定义 在 区 域 D 上 的 函数 序列 ,又 
设 f(z) 是 定义 在 D 上 的 一 个 函数 . 如 果 对 于 任意 给 定 的 ce 二 0, 存 在 
正 整 数 N = N(Ge,22, {n>N 时 ,有 
I|f.(z)— f(z)| «e (z€D) 
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成 立 , 则 称 复 函 数 序列 { 态 (=)} 的 极限 为 1(z) SEXE UP GO ) 收敛 于 
fG). 

定义 4.1.5 XPTOESUEIX BID ERREI) (一 1， 
2,…) ,我 们 称 


YLO 9 fiG) 十 户 (z) + 二 fz) 十 … (4.1.5)， 
n=1 


为 函数 项 级 数 , 它 的 前 项 之 和 
S) = fi(z) + fiGO 十 … 十 fu 
称 为 级 数 (4. 1. 5) 的 部 分 和 ,{S,(z)} 称 为 级 数 (4.1.5) 的 部 分 和 函 
数 序列 . 
如 果 对 于 D 内 某 一 点 ,极限 
lim S,GQ = SG) (z, € D) 
存在 , 则 称 级 数 (4. 1. 5 式 在 zo 点 收敛 ,其 和 为 5(z。); 如 果 级 数 在 了 
内 处 处 收敛 于 5(z), 我 们 称 S GO 为 级 数 (4.1.5) RE D 内 的 和 函 
数 , 即 


S(z)= MfG) ED). 
nal 


下 面 我 们 只 讨论 筹 级 数 , 即 复 函数 项 级 数 的 每 一 个 项 f,(z) 是 
LI pa pos 


4.1.3 SAN sLECTE 


設 擬人 数 形式 力 


» C, — a)" = Co +C, — a) t C Ga» e 
(4.1.6) 
其 中 C, ERROMARAKO. 1. 6) 式 的 系数 ,a 也 是 复 常数 . 
不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假设 a = 0, 此 时 震级 数 (4. 1. 6) 式 为 
*・87・ 


D Ce = Cs + Ciz CR + (4.1.7) 


2-0 


事実 上 , 具 人 須 在 (4.1.6) 式 中 信 と = ニ ェ ーa, 就 得 到 (4.1.7) 的 形式 . 因 
此 ,为 了 方便 起 见 ,我 们 就 寡 级 数 (4. 1. 7) 式 来 进行 讨论 . 


定理 4.1.6 阿 贝 尔 (Abel) 定理 。 如 果 短 级 数 》) C,z" 在 


z = zz, Æ 0) 处 收敛 , 那么 当 z € {z;|z| 二 izol) 时 , 适 级 数 绝对 
收敛 ;如 果 短 级 数 在 z = z, 处 发 散 , 那 么 当 z E {z;|z| > |zo1} BERE 
级 数 发 散 . 

WEB] ”我 们 只 证 明定 理 的 前 半 部 分 . 


由 于 > Cs 收敛 ,于 是 由 收敛 的 必要 条 件 有 lim Cs = 0, 因 而 
存在 正 数 M ,使 对 于 所 有 的 上 有 ICs <M. Me € (silsl < lel) 
时 , 令 | 志 | 9 过 1, 因 而 

ICz^| = ICs] Ž |" < Mg". 

由 实 分 析 中 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 , 当 z € {z;|z| < Izol} 
时 ,> Cer 收敛 ,从 而 级 数 X Ce" 是 绝对 收敛 的 . 

“定理 的 后 半 部 分 , 贸 给 读者 自己 证 明 . 

从 定理 4.1.6 可 以 确定 出 竺 级 数 的 收敛 范围 是 一 个 圆 域 (这 里 
不 作 严 格 的 叙述 与 证 明 ), 级 数 在 该 贺 内 绝对 收敛 ,在 该 贺 外 发 散 , 该 


刚 半 径 称 为 窒 级 数 的 收敛 半径 . 设备 级 数 的 收敛 半径 为 R, 则 按 不 同 
情况 有 : 


1. R 二 0, 即 对 于 任意 的 = 0X BUE 1C,z" ARER. 


例 2 对 和 级 数 n 当 z 关 0 时 ,一 般 项 wz" 不 趋 于 零 ,所 以 


HERR C 
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2 R=+ co, 对 于 任意 的 z, 村 级 数 1C,z" 均 收 全 

例 3 级 数 Di Satit tE + e ERREN 
z, 从 菜 个 开始 ， E eL cl pg US Z< Cd 
级 数 对 任意 < M. 


3. 存在 着 收 雍 半径 R: 0 CR c o, kak SIC! 在 


|z| 二 R 中 绝对 收敛 ;在 |z| >R PRK. 
至 于 在 收敛 圆周 |z| = R 上 ,级 数 收 敛 与 否 却 不 能 作出 一 般 结 
论 , 我 们 在 此 不 作 具 体 讨论 . 
例 4 讨论 级 数 
Sr =sltrte tet. 


n=0 


的 伍 散 性 . 
解 Gk > > 的 者 分 和 为 


5。 ニ 1 ュ キ < キー オー ニュ ーー (un. 


当 |z| < 1 时 ,由 于 limz” = 0, 从 而 有 lim S, ニーーー、 邑 当 |z| < 


1 时 ,级 数 Èe 绝对 收敛 ,其 和 函数 为 -一 三; 当 lz| 之 1 时 ,级 数 的 
一 般 项 <"- 「 当 ァ ー oo REFE, AR 
Sem iade ati deo ee d 


Fr ^" 1-z 


(|z| < D. 


(4.1.8) 
(4. 1. 8 式 类 似 于 实 级 数 中 的 等 比 级 数 求 和 公式 , 它 还 可 以 推广 到 
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其 中 zx = uCz),lu(z)| <1 (ED). 
(4.1. 8) 


, 


ター 
u 


n=0 


414 XN SEE R 的 求法 
定理 4.1.7 WREAK DC 的 系数 为 C,, 下 列 极限 之 一 


存在 : 
CD lim| さと =l =R, (2) lim 一 
CI 


则 R SE VCREDOSUM I SOE 
上 述 定 理 可 利用 实 变量 级 数 中 正 项 级 数 敛 散 性 的 达 朗 倍 尔 
(D'Alembert) 比率 判别 法 和 柯 西 的 根 式 判别 法 证 得 ,本 书 从 略 . 
求 下 列 寡 级 数 的 收银 半径 R 及 收敛 圆 . 


例 5 
(DW DE o DE «Lo, 
n= n=l 
い I. 
(4) Za -= pe 


4 
(1) 因为 im = T 三 1, 所 以 收敛 半径 R= 1, 收 


解 m 
GT 1)? 
KAH (es |z| 二 1 
工 
(2) 因为 im 一 一 lim = LBBER T 1X 
GT 1) 
绝对 收敛 ,其 收敛 圆 是 以 2 为 


lz—2| «1B. sas ) テー タナ 
中 心 .1 为 半径 的 圆 的 内 部 . 
. 90» 


(3) 因为 im VIC,| = lim エー 0, 所 以 尺 一 十 co. SEE 
D E EEA PT E aahei. 


W 因为 lim |C.| = lima — 1o = LEBER = 1. 


注意 ; 在 ④ 中 有 limC。 = lima — T = E 我 们 可 以 发 现 ,车 


LEE: » C,z" 中 的 系数 で, 趋 于 一 个 非 零 的 有 限 极限 , 由 定理 


"o 


4. 1. 7 知 , 此 时 短 级 数 的 收敛 半径 必然 是 1, 反之 不 一 定 成 立 . 这 里 
不 作证 明 . 


4.1.5 ARN SECO RETE 


É dc ROBUR eL, AERE HU DHL Fr n F HEIR. 
定理 41.8 ERE D Ce KEEA RIBERA 


{25 |z| < R) WRAN Cue KAFARA S), RU 


n=0 


(1) 在 收敛 圆 {z;|z| < R} VI RRR ETOR SEL IE GE 
Wr. Bp 


fa = DC = DC = aant 
号 た 6 


n=1 


4.1.10 

一 般 有 
Pæ =n, DL e o p DC te 
(n = 1,2.) dz| < R)， 4.1.12) 


FH. G4. 1.120 式 右边 的 级 数 与 原 级 数 有 相同 的 收敛 半径 R, 収 谷岡 赤 
为 {z;|z| < R) ,同时 有 fOO) = n1C,, 所 以 
91・ 


ー ア "(0 


n! 


C, (n = 0,1,2,*, i310! — 1). (4.1.13) 


(2) BE GL 1. 122 RTR RASY Coen 的 和 函数 在 |z| 内 


解析 . 
(3) 对 于 收敛 圆 {z;1z| 二 RI 内 的 任意 分 段 光滑 曲线 C, 短 级 数 
可 以 逐 项 求 积分 
[feds = cods = c.feas dz| < R). 
(4.1.14) 
如果 C 是 连接 原点 到 |z| < R 内 一 点 z 的 分 段 光 滑 曲 线 , 则 
C. 


[roas = 2 > z ;U (|z| < R). (4.1.15) 
(证 明 从 上 略 ) 
$4.2 &# (Taylor) 级 数 
4231 台 劳 定理 


在 上 节 中 ,我 们 已 经 知道 宕 级 数 的 和 函数 在 收敛 圆 内 是 一 个 解 
析 函 数 . 现在 ,我 们 要 来 研究 与 此 相反 的 问题 , 即 在 圆 内 解析 的 函数 
能 否 用 一 个 收敛 的 守 级 数 来 表示 . 

定理 4.2.1 台 劳 定理 。” 设 f(z) 在 以 z, 为 中 心 .R 为 半径 的 加 
域 D= (z; |z — zo| < R) KRH, FE SO 在 此 圆 内 可 以 展开 成 震 
级 数 


fæ = DCz—z)" (lz—zl<R), (4.2.1) 
n=0 


其 中 系数 
。92 。 


Pe ) f(s) 


zi] G — z)'! 


C, ds (n = 0,1,2,72, 
C, = tls— z| =r},0 <r 二 R, 且 展开 式 是 唯一 的 . 

证 明 Hle- zl] 二 R 内 任意 点 z， 
以 zo 为 中 心 .Ri 为 半径 CR 二 R) EA 


Cr, = {z| lz — を l= Ri), 使 z 包 含 在 Cn ZA 
内 部 (如 图 4-1). 由 柯 西 积分 公式 ,得 
fW 

f(z) = zm, pu 
由 于 在 Cr 上 ビー zol = Ri,z 在 Cw 的 内 图 4-1 
部 ,所 以 有 |z 一 zo| < Rol ELLE IL 因为 

1 1 art 1 

“一 xz ($—2)—G—2) t—- z—z 

1 一 テーーー 
と 一 2 

由 (4.1.8) 式 ， Ri 

1 E] : (z — zo)" " 

a b lebe 


(4. 2. 2) 
ERAUR / 00 ,并 在 Cu. 上 逐 项 求 积分 9 得 


azl SH 
f(z) rn 


n= Er Es - Zo) 


do (1.2.2) 式 右边 括号 内 级 数 在 Ck, 上 的 逐 项 可 积 性 基于 它 在 Cx 上 关于 《是 -至 
KAM AKSA REN E MREE C 上 关于 《仍然 一 致 收 全 于 区 
BT GRUT MO REN. 


所 以 可 以 逐 
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= Xe (z 一 z)" (lz — zol < R), 


其 中 C， 上 導入 


.A[ fe 
Ed m , 一 PC di 
ENS e sO — 
i ME | [qe 
fea (4. 2. 3) 
n! 
由 形变 定理 ,对 于 任何 0 二 + < R, 
f(s) f(s) 
| Gd d Gz md 
eo m Fo 
因此 ,C， zx] | G = zo)" zd 


现在 证 明 展 开 式 的 唯一 -性 . 
如果 f(z) 在 |z 一 zo| 二 R 中 另 有 展开 式 


fe) = 2.6 — a (lz — zo| < R), 


由 定 理 4.1. 8 中 (1)， 两 边 逐 项 求 导 ， 并 令 = 二 zo 就 得 到 系数 公式 
fO Czo) 


n! 
所 以 展开 式 是 唯一 的 ,定理 证 毕 . 
我 们 称 (4. 2. 1) 式 为 (>) 在 点 z 的 台 劳 展开 式 , 称 (4. 2. 3) 式 
为 它 的 台 劳 系数 . (4. 2. 1) 式 右 边 的 级 数 称 为 台 劳 级 数 . 
当 取 z, = 0( 即 在 以 原点 为 中 心 的 圆 域内 展开 时 ), (4. 2. 1 ) 式 为 


(n) 
f(z) = » f Oy 


£o, p *(0),, a(z] < R). 


n! 
(4. 2. 4) 


C。 = C, (n = 0,1,2,77). 


fo) 十 
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(4. 2. 4) 式 亦 称 为 /(z) 的 麦克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 
结合 定理 4.1.8 中 (2) 与 定理 4.2. 1 ,我 们 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 RASO 在 区 域 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 ,f(z) 在 

D 内 任意 点 s。( 存 在 zo 的 一 个 邻 域 ) 处 均 可 展开 为 收敛 的 震级 数 . 

(读者 可 自行 证 明 ) 

该 推论 刻画 了 解析 函数 的 一 个 等 价 性 定理 , 它 可 以 当 作 一 个 函 

数 在 区 域 上 解析 的 定 叉 . 

由 台 劳 定理 不 难看 出 ,D 是 函数 f(z) 的 最 大 解析 区 域 ,C 为 DD 

的 边界 , 则 在 D 内 任意 点 zo 处 的 邻 域 De = (z| lz 一 zol < R} 内 的 

台 劳 展开 式 的 收敛 半径 尽 等 于 zxo 点 到 刀 的 边界 C 的 最 近 距 离 . 这 就 

使 我 们 不 必用 f(z) 展开 成 台 劳 级 数 以 后 再 利用 台 劳 系数 与 定理 4. 1. 7 

的 公式 去 计算 收敛 半径 RR, 而 只 须 从 分 析 f(z) 的 解析 性 就 可 获得 ， . 
如 果 f(z) E D ARR aaz ,a 外 的 区 域 上 解析 , 则 f(z) 在 解 

析 点 zo 处 的 台 劳 级 数 收敛 半径 为 

R= min{ min |z ー al, min を — zl 

其 中 C 是 DD 的 边界 曲线 . 
注意 :实际 上 ail%k 二 1,2,…,n) 也 可 视 作 f(z) 的 解析 区 域 的 辺 

界 点 . 


4.2.2 一些 初等 函数 的 台 劳 展开 式 


下 面 介绍 一 些 基本 初等 函数 的 台 劳 级 数 ( 或 麦克 劳 林 级 数 ), È 
们 的 形式 与 实 变量 级 数 中 大 家 熟知 的 形式 是 一 致 的 . 
例 6 f(z) =e 在 = 平面 上 解析 , 且 
JOO = (e)"|..,—e'|..,— 1, 
所 以 它 在 z = 0 处 的 麦克 劳 林 级 数 为 


E 7? の (0) 。 xz 
Te 
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も キキ を キラ テキ キー Geb «e. 


(4. 2. 5) 
例 7 利用 cosz=- VE i ゆう Gy 十 E lc 
is" 右 式 中 奇 次 寡 正 好 消去 ， ae 


(一 D'z^ 
cos z — » Q1 


z? 
a e 


+e Dit del<. (4. 2. 6) 
同样 可 得 
(C Dee? ; 
Eng. Nr 
z? 
=e- Ro PI ELI 
(lz| «o2, (4.2. 7) 
z^ 
cham YET 
z? z5 gH 
P ... 十 ... 
z+ trte trte el<), 
(4. 2.8) 


= z^" 
中 テー 2) 5 
z^" 


E ud Eee E 
1 十 ?27 十 本 top (lz| < oo). 


(4. 2.9) 
直接 利用 台 劳 系数 公式 (4. 2. 3) RIO 的 台 劳 展开 式 ,只 适用 
于 很 少量 的 较为 简单 的 函数 . 这 是 因为 对 于 一 般 的 解析 函数 ,要 计算 


出 f(z) 在 zo 点 的 各 阶 导 数值 是 比较 麻烦 的 . 因此 ,对 一 个 函数 求 其 
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台 劳 展开 式 时 常常 可 以 利用 一 些 基本 初等 函数 的 台 劳 公式 及 等 比 级 
数 的 求 和 公式 (如 (4. 1.8') 式 ), 然 后 通过 代数 运算 、 代 换 、 逐 项 求 导 、 
逐 项 积分 等 方法 求 出 给 定 函 数 的 台 劳 级 数 . 

例 8 求 函数 f(z) = ln(1 十 z) 的 麦克 劳 林 级 数 . 

解 ”由 (4.1.8) 式 中 用 一 = 代替 =, 得 


Lond E 二 
ipa l z+z' + TG 1)"z" 十 Cz] — D. 


(4. 2. 10) 
再 在 |z| — 1 内 任 取 一 条 从 原点 O 到 单位 圆 内 一 点 = 的 曲线 C， 
将 (4. 2. 10) 等 式 两 边沿 曲线 C 积分 


[ae [af 
+ Df erde (|z| <1). 
得 到 
rd 
jn GHD Sr EHE o t E a e del<). 
(4.2.11) 
以 一 z 代替 z 得 
ha-o--Xt (zb D. 4.2.12) 


车 将 (4. 2. 10) RAURI MEA Ls 的 台 劳 展开 式 ， 
—1— 2z + 32 H e CO D'n Re 
(lz| <1). (4. 2.13) 


例 9 试 将 函数 f(x) = > 后 了 在 zx。 = 1 处 展开 成 台 劳 级 数 ,并 
指出 该 级 数 的 收敛 范围 . 
解 f(z) 一 


ER NN 
Fay 


1 1 
ュー テキ ュー トー を 一 や 二 2 
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Hi (I. 1.8 0 XX 


1x 228 d. を 一 1 
f(z)=1 224 DS ニー1 く や) 


1 ュー Xtc veze (z—1| <2), 


n=0 


级 数 收敛 区 域 为 {(z;|z — 1] < 2). 


$4.3 解析 函数 零点 的 
孤立 性 及 唯一 性 定理 


定义 4.3.1 WERL GO 在 解析 区 域内 的 一 点 zo 处 的 值 为 
零 , 则 称 zo 为 解析 函数 f(z) 的 零点 . 

定义 4.3.2 WRR S) 在 zu 点 的 某 个 邻 域 DCz。,8) = (25 
lz — zo| < ô} 中 解析 ,jzo) = 0, 且 除了 点 z。 外 在 D(zo,6) 内 f(z) 
处 处 不 为 零 , 则 称 zo 为 /(z) 的 孤立 零点 . 

定义 4. 3.3 “如果 解析 函数 f(z) 在 点 zu 的 邻 域内 可 以 表示 为 

f(z) = (—z"9(), 

其 中 %(z) 在 zo 点 解析 , 且 y(zo) 关 0,m 宇 1, 则 称 zo 为 f(z) Bm ER 
零点 ,m = 1 时 称 为 单 零点 . 

定理 4.3.1 设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,{z,}(n = 1,2,…) 是 
f(z) 在 咏 内 一 列 两 两 不 同 的 零点 序列 , 且 <。 zo と D(z > co) , Bj 
f(z) E D AVERE. 

证 明 FEr> ERR Dr) C D. 由 台 劳 定理 ,f(z) 在 圆 
3k D(zo,r) Vg WI UURJT URS 
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f(z) = Mec = 


先 证 明 : 对 于 任意 n 宇 0,C, — 0. 

反 证 法 ”如 若 不 然 , 存 在 & 之 0 使 C= 二 C1 二 = C1=0， 
C, 55 0, 此 时 有 

f(z) = C,G — zo) + Cua — oO 十 … 
= (z—zC, 十 Ci(z 一 zo) 十 …] 
= (z—zJ'y). 

其 中 , み <) EBR D Gor) 内 解析 且 %(zo) — C155 0. H 9GO YE zo 点 
的 连续 性 ,存在 0< 8, < r 使 在 DCz。,8。) 内 ゅ >) 恒 不 为 零 , 所 以 
f GO 在 圆 域 D(z。,6。) 内 只 有 一 个 零点 xu, 与 条 件 矛 盾 . 因此 ,对 于 任 
3E n > 0,C, = 0. 这 说 明 在 Deor) 内 ,f(z) TEE. 

最 后 要 证 明 : 对 于 任何 z'€ D, f(z') = 0. 

NFER? E DFE D AIR Y EF zo H z. FEE e> oA 
Y ERA zo = sss, = z^ 使 D5),6)C DOO 和 jm) 和 和 
Sn € DGj,0)(0 & j «m — 1). 

已 知 在 D(zo,6) N DG ,9) 内 ,f(z) 恒 为 零 ; 由 上 面 的 证 明 方 法 
知 :在 D(s1,6) 内 ,f(z) 恒 为 零 .依次 类 推 ,在 每 个 D(zj,6)(0 过 j 志 
m) 内 ,f(z) 恒 为 零 . 特别 地 ,f(z') — 0. 因此 ,在 D 内 f(z) 恒 为 零 . 

根据 定理 4. 3. 1, 有 下 面 两 个 直接 推论 . 

推论 1 孤立 零点 定理 ”不 恒 为 零 的 解析 函数 的 零点 必 是 孤 
立 的 . 

孤立 零点 定理 描述 了 解析 函数 有 别 于 实 可 微 函 数 的 又 一 重要 性 
质 . 对 于 实 可 微 函 数 ,其 零点 不 一 定 是 孤立 的 ,例如 


二 ~ l, r0; 
0, z= 0. 
f(z) 在 整个 实数 域 上 可 微 ,z 一 0 和 zz, = Lo = 1,2,…) 是 f(z) 
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的 零点 且 limz, = 0, 所 以 x = 0 不 是 / CO 的 孤立 零点 . 

推论 2 解析 函数 的 唯一 性 定理 ” 设 函 数 /(z) 与 g(z) 在 区 域 
D 内 解析 ,{z,) O = 1,2,…) € D RS B RA. 4m An BE, 天 
zas Hoz, > zo € D (n - 0o). 加 果 対 一 切 ヵ , 都 有 プ (>。) = g(z,), 则 
在 DD 内 恒 有 f(z) = gl). 

这 个 推论 说 明了 解析 函数 一 个 非常 重要 的 特性 . 它 指出 定义 在 
区 域 D 上 的 两 个 解析 函数 ,只 要 在 D 内 的 某 一 部 分 ( 子 区 域 或 弧 段 ) 
上 的 值 相 等 , 则 它们 在 整个 区 域 D 上 的 值 必 相 等 . 

利用 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,我 们 可 以 推出 : 一 切 在 实 轴 上 成 
立 的 恒等式 (例如 cos:z 十 sin?z = 1,ch?z 一 sh?z = 1 等 ) Æ Z XE ifi 
上 也 成 立 , 只 要 这 个 恒等式 的 两 边 在 Z 平面 上 是 解析 的 . 

定理 4.3.2 不 恒 为 零 的 解析 函数 f(z) 以 s。 HH m RE LIS 
充分 必要 条 件 是 

fz) = f(z0) = e = fP Cz) = 0, 但 f™ Cz) 0. 

证 明 必要 性 ”由 定义 4.3.3 及 定理 4.3.1 知 ,存在 zo 的 一 个 
6 BR D(zo,6) ,使 

f(z) = (z 一 zo0)"y(z), 
且 y(z) 在 zo 点 解析 ,YCzo) 关 0, 所 以 y(z) 在 D(z,,6) 中 可 展开 台 劳 
级 数 
JG) i 


4G) =p)" = z) 十 … 
(D 
q ee d (G z) + dz — zo| < ð); 
所 以 
f(z) = (z — z)"$(z) 
= GG — a)" + EE eL unm s 
i 
g E Gz — z| < ô). 


这 也 是 f(z) f£ |z 一 z,| 二 6 中 的 台 劳 展开 式 , 可 见 
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Fz) = f(z0) = ee fnm) = 0, 
f"? Czo) = (Gm! Æ 0. 
充分 性 ”因为 /(z) 在 zo 点 解析 ,由 台 劳 定理 可 知 f(z) 在 zo 的 
邻 域 Dld) = (zilz 一 zo| 0) 内 可 展开 成 台 劳 级 数 . 由 已 知 条 
件 知 该 级 数 为 


f" Cza) - P AM C) «x 
f= PT (z 一 zo)" + aF DI (z 一 zo)”+L 十 … 
_- ュー ア の (を 。) fU (S) 
ーー テー テテ テー so 十 …] 
(lz — zo| < ô). 


上 式 右 端 方 括号 内 短 级 数 在 |z 一 zo| 二 6 中 收敛 . 设 其 和 函数 为 
JG): 


foo o DU 


9G) 一 m! (m+1)! 


(z — gy) d. 
(|z 一 zo| < ô). 


£ uc 0,92) HE |z — zol 二 6 中 解析 ,所 以 f(z) 在 


因 Go = 
D(z,,8) 中 可 表示 为 
f(z) = (z 一 zu»). 
其 中 y(z) 在 z, 点 解析 , 且 y(zo) 25 0. HE 304. 3. 3/0 z — zo JS f (2) 
的 mm 级 零点 . 
例 10 ”讨论 函数 


f(z) = 1 — cosz 
在原 点 >=0 的 性 质 . 
解 ” f(z) 显然 在 z= 二 0 处 解析 , 且 f(0) 三 0, 所 以 < 三 0 是 げ < ヶ ) 
的 零点 . 因为 


i も 
25.0 5i z 
ce oram bgr Ten 
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= zy(z) Cz] < œ). 


其 中 wosp- téte (|z| < co) 是 解析 的 , 且 


pO = T x0. 所 以 z — 0 是 / GO 的 二 级 零点 . 
还 可 用 定理 4. 3. 2 验证 . 因为 
f(0 —0, f(0)-sinzl.., — 0, 
f'(x)-—cosz, /f"(0 —150, 
所 以 z = 0 是 f(z) 的 二 级 零点 . 


84.4 ZBH(Laurent) 级 数 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 看 到 ,利用 台 劳 定理 可 以 将 一 个 在 zo 点 解 
析 的 函数 f(z) 用 在 zo 的 邻 域 中 收敛 的 台 劳 级 数 来 表示 . 但 是 ,如 果 
zo 是 f(z) 的 奇 点 ,f(z) 在 去 心 邻 域 0 二 |z 一 zo| 6 中 解析 , 那 末 
f GO 能 否 在 zo 的 去 心 邻 域 中 展开 成 收敛 的 震级 数 呢 ? 寡 级 数 的 形式 
又 是 怎样 的 呢 ? 本 节 就 是 要 讨论 这 些 问题 ,并 且 以 此 为 工具 去 研究 解 
析 函 数 在 孤立 奇 点 处 的 性 质 . 


4.4.1 双边 级 数 的 收敛 性 


与 在 讨论 台 劳 定理 时 首先 研究 具有 正 宪 的 震级 数 的 收敛 性 那 
FE ,我 们 现在 先 来 讨论 下 列 具 有 正 负 次 赛 的 寡 级 数 收敛 性 . 设 级 数 为 


"m 
$3 Cz Coe z= 二 Cz zo) "4e 


十 C_i(z 一 zo) -十 Co 十 CCz 一 zo) 十 … 
TC G-—z"--, (4.4.1) 
我 们 称 它 为 双边 级 数 , 它 由 正 寡 部 分 : 
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Ce 一 zo) 一 Co 十 Ci(z 一 zo) 十 … 


n=0 


+O- z) H (4. 4. 2) 
与 负 短 部 分 : 


$C. — 4)" —CaG— 2)! CaG-—z)*4 


十 C_,(z 一 zo) 一 十 … (4. 4.3 
两 部 分 组 成 ,因此 我 们 可 以 分 别 讨论 级 数 (4. 4. 2) 与 (4.4. 3) 式 的 收 
E. 
级 数 (4. 4.2) 式 是 8 4.2 中 讨论 过 的 震级 数 , 设 它 的 收敛 半径 为 
Rz JU UC CA. 4. 2) 式 在 圆 域 |z 一 zo| < R, 中 绝对 收敛 ,其 和 函数 为 
1(z), 它 在 收敛 圆 中 为 一 个 解析 函数 ;在 |z zl > Rs 中 ,级 数 
(4.4. 2) 式 发 散 . 
对 于 (4.4. 3) 式 , 作 代 换 5 = (2—2)7 得 
CE CAE H M BR rm (4. 4. 4) 
它 是 《的 正 寡 次 的 震级 数 . 设 它 的 收敛 半径 为 R, 则 (4.4.4) RE 
W [6| 二 R 中 绝对 收敛 ,其 和 g(4) 在 ご 内 解析 : 銀 数 (4.4.4) 


RE | R PRRI I$ = | zog! <R, 即 在 lz 一 zo| > 


x = R 中 ,级 数 (4.4.3) 式 收敛 ,其 和 函数 B (D = gc 2 


f(z) Æ |z — zo| > R PRR RAA. 4.3) 在 Ix | RP 
fi. 

结合 上 述 两 个 级 数 的 讨论 可 知 , 当 且 仅 当 R < R: 时 ,级 数 (4. 
4. 2) 与 (4.4.3) 才 有 公共 的 收敛 区 域 : R 二 |z 一 zo| 二 R:, 这 是 一 
个 以 zo 为 中 心 .R, 和 R; 为 半径 的 两 个 圆周 所 界 的 圆 环 . 在 该 圆 环 
中 ,和 函数 f(z) = fie) 十 万 (=) 是 解析 的 .由 $ 4.1 中 定理 4.1.8 
可 知 , 级 数 (4.4. 1) 在 环 域 中 可 以 逐 项 求 导 、 逐 项 积分 . 

E D = {z|R, < |z — zo| < Ro} 可 以 有 如 下 几 种 情况 : 

COD Ri =0,R, <+ eo , 它 是 以 z 为 中 心 的 去 心 邻 域 (0 二 |z — 
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) = 
Zo 


zol «Rh 
(2 Ri > 0,R, <+ co , 它 是 区 域 {R < |z — zo| < R2}; 
(3) R, = 0,R, =+ co, 它 是 区 域 (0 过 |z — zo| <+ œ}; 
(4) Ri > 0,R, =+ co, 它 是 区 域 {R < |z 一 z| <+ œ}. 
综 上 所 述 可 知 , 形 如 (4. 4. 1) 式 的 双边 级 数 表 示 了 在 其 收敛 圆 
环 内 的 一 个 解析 函数 . 反之 ,一 个 在 圆 环 内 (或 去 心 邻 域内 ) 解析 的 
函数 f(z), 是 否 也 能 在 该 圆 环 内 展开 成 收敛 于 f(z) 的 具有 正 负 次 
寡 的 宕 级 数 呢 ? 答 案 是 肯定 的 . 下 面 的 罗 朗 定理 就 回答 了 这 个 问题 


4.4.02 愛 朗 定理 
定理 4.4. 1 FARE ” 设 函 数 在 以 ze 为 中 心 的 圆 环 {R < |z 
— zo| < Ra) 内 解析 , 则 在 此 圆 环 内 ,函数 可 以 展开 成 级 数 
f(z) = Sice z (R, < |z — z| < R), 


(4. 4. 5) 
其 中 系数 C， 


fae 
mm J (E — zo y" d 


(n0, 1, t2.) 


C, 


(4.4. 6) 
Cr = {z; |z — zo| = R).R, < R < Ritt £F 7r I5], AHURA REE 
一 的 . 
证 明 设 z 是 圆 环 (IR < |z 一 zo| て 
Ra) PME — CoL os fe Ro < |z 
— z| < e; « R: Hj z ETE (o, 二 |z 一 
zo| < 04) 中 . 如 图 4-2. 
因为 f(z) 在 闭 圆 环 (o, iz — xx 
み ) 中 解析 ,其 边界 C=T, 十 Tri,T, = {|z 
一 zo|= 二 Pp1) ,二 {1z 一 zo| = Ps}, 所 以 由 
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柯 西 积分 公式 有 


fü 
f(z) = zi : Ps dt 
1 £f 1 ffo 
27i J = ェ Bijt-: 
1 fq 1 fà a 
2i jJ [—2 9 * zd d z% dt. (4. 4. 7) 


"— (4. 4. D 式 右 端的 第 一 个 积分 可 立 
即 写 出 : 


1 SO m " 
mpe LCG 一 = (4.4.8) 
其 中 
fH = en 
C, "abrite (n = 0,1,2,77. 


设 有 实数 尺 ， 使 Pi < R< pa EEE, 其 系数 C, 也 可 表示 
为 


£0» E - 
G: mfa dg (—0,1,2,72, (4.4.9) 


— gU 


其 中 Cx = ilem =R}, Ri <R< R. 
(4. 4. D 式 右 端的 第 二 个 积分 ,因为 5E T 上 ,所 以 有 |z — m 
>it- zli | ESE] < 1 所 以 
1 


z—t [(4 m9 zo) 
mod. egy. 
= 一 z1_ 一 ao 
zZ — Zo 
と 一 so 
- Eih dal SP 
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因此 


E MU pos — 27^ dt]G — うー 


2 M tos j [(4 £o. x di) — zo)" 


= È l, Pa aya He 2. 
id 


fa e j 
zi zd = CG zo)", (4.4.10) 
Hop 


—| fH A; 
e 2ni 、 C= z) di (02—1,—2,). 


(4. 4. 11) 
联合 (4. 4.7) — (4.4. 1D 式 ,可 得 


f(z) = z C,(z — z)" (R, < |z — z| «R), 


其 中 
こま 4 
三 m$ qo iyd RERER, 
(1-0, +1, +2), 
唯一 性 证 明 略 ,定理 证 毕 . 


级 数 (4. 4. 5) 称 为 解析 函数 f(z) EAR {zR < |z — z,| 二 


Rz.) 内 的 罗 朗 展开 式 , 其 负 短 部 分 (4. 4. 10) 称 为 罗 朗 级 数 的 主要 部 
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4 Cj Fk 3E BIO , TE RERBA) C4. 4. 8) 称 为 罗 朗 级 数 的 解析 部 分 (或 正则 
部 分 ). 

如果 定理 中 R = 09, 则 fO 在 zo 的 去 心 邻 域 {z;0 过 |z 一 zol 
< R,} 中 解析 , 它 的 罗 朗 展开 式 


f(z) = $ C,(z—2z)" (0< |z — zo| < R), 
xm P 
6, mfa amni mdg (n=0,+1,) (O«R«R). 
ED DERE, MSR /<*) 在 zo 点 是 解析 的 , 则 当 ミー 1 时 ， 
q IS E lz- sd < Re WRI BER |z — zol < R ER. 
由 柯 西 积分 定理 可 知 C, = 00 « — 1) AR 


f(z) = Scc 一 z)", 


其 中 


xj fü f” (zo) 
2ni J (£ — zo) n! 
此 时 罗 妆 级 数 变 为 台 劳 级 数 了 . 由 此 可 见 , 台 劳 级 数 是 罗 朗 级 数 的 特 
殊 情 况 . 

对 于 在 一 个 圆 环 内 解析 的 函数 ,要 用 公式 (4. 4. 6) 去 确定 罗 朗 
级 数 的 系数 ,也 将 是 一 件 十 分 麻烦 的 事 . 由 于 在 给 定 圆 环 上 的 解析 函 
数 的 罗 朗 展开 式 是 唯一 的 ,所 以 也 可 用 其 他 方法 获得 罗 朗 系数 ,如 我 
们 可 以 采取 与 求 台 劳 级 数 系数 那样 简便 的 方法 获得 罗 朗 系数 . 

我 们 还 应 注意 ,对 于 已 知 函 数 f(z), 若 它 在 以 某 个 孤立 奇 点 zo 
为 中 心 的 圆 环 中 解析 ,这 样 的 圆 环 往往 不 只 一 个 ,因此 对 于 不 同 的 图 
环 域 ,f(z) 的 罗 朗 展开 式 也 是 不 同 的 , 那 是 由 于 罗 朗 系数 公式 中 的 


(一 0,1,2,…). 


(D 如果 (<) 在 zo 点 不 解析 ,但 在 <。 的 近 旁 (去 心 邻 域 0 一 |z 一 zol < R) 内 解析 ， 
则 zo 为 f(z) 的 孤立 奇 点 . 
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积分 路 线 落 在 不 同 环 域内 的 圆周 曲线 上 的 缘故 . 
例如 ,对 于 函数 


x d rol. 
z(z— 10 — 2) 


因 其 有 三 个 孤立 奇 点 : z 二 0,z = 1,z 二 2, 所 以 它 以 某 一 孤立 奇 点 
为 中 心 的 解析 环 域 就 确定 了 . 

以 z = 0 为 中 心 的 环 域 是 : 

D, = {z;0 < |z| <1}; 

D, = {z;1 < |z| < 2}; 

D, = {z;2 < |z| <+ œ}. 

以 z = 1 为 中 心 的 环 域 是 : 

D, = {z;0 < |z- 1| <1}; 

D; = {z;l1 < |z — 1| <+ œ}. 

在 以 z 二 2 为 中 心 的 环 域 : 

D, = {z;0 < |z —2| <1}; 

D, = {z;1 < |z — 2| < 2}; 

D, = {z;2 < |z — 2| <+ eo). 
函数 f(z) 在 上 述 的 环 域 中 均 能 展开 成 相应 的 罗 朗 级 数 . 


例 11 将 函数 /(z) = 在 环 域 
a) {1 € |z| <2}, 
(2 {2< |z| <+ œ}, 
. (3) (0 テー1 1) 
中 展开 成 罗 朗 级 数 . 
和解 (1) 由 1 二 |z| 二 2, 可 知 zo 二 0. 展开 的 罗 朗 级 数 形式 应 为 


5 Cie" 所以 


f(z) = 


ーー a 
(z— Dz—2) 


1 1 1 
J T. £I 
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1 1 1 1 
2 を os D 
ュー テテ 1-4 


因为 =E {zl1<< |z| < 2}, 所 以 | 二 | 一 1 三 | <1 


1 z z? et z" | ecs 
f(z) s- bati HE Heto 
laglqlqo-qdj a « l| «2 
z z z z 
--Xi-Xz a< ll < 2. 
ター1 


ao 


(2) 由 于 2 二 |z| <+ co, 同 样 z。 = 0. 因为 >E (212 < |z| 
<+ oo) 中 ,所 以 IH <1 そ | < ュ 


1 
fo- 
st ad nod. d 
z z 
= エロ する すーっ や ) 
z z z 
-larlq..il4.-) 2< lel <+ 0) 
z z z 
- 3 Q< |z| <+ eo. 


(3) 由 0 二 lz — 1| ご 1, 可 知 z, 二 1, 展开 的 级 数 形式 应 为 


po 


$3 C,G 一 1) .所 以 


B 1 
fO-Gg—pc-5 
E RN 
< 一 2 一 1 
ida 1 
EE ed se] 
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1 el 
1— {zs—1). z-—1 


" 1 
> 7 


n=0 


(0c |z—1|« D. 
1 
例 12 将 函数 f(z) G—2G-3€0«le-2| «1m 
展开 成 罗 朗 级 数 . 
解 “ 因 在 0 二 |z 一 2| 二 1 中 展开 ,所 以 z= 2, 级 数 形式 应 为 


»» C,G 一 2). 因为 


1 1 1 
z—3 (0—2-1  1—(G-—2) 
=- D(z — 2)" (Iz — 21 & D, 
n=0 
而 
et 
(z—3) G—» 
-[5)G-2v]y (le — 21 < や 
n-0 
1 十 2(z 一 2) 十 一 十 n(z 一 2)"! 十。 
(dz — 2| & D. 
因此 
だ を 
SO = C Dr 


En D MEE 
< 一 2 (z—3) 


LOD + 2 ー2 の キー キ ae 一 の キー 


z—2 

= + 3 D H +n 2 p 
fis 

= Dnlz — 27? (0 ご ネー2| < ュ ). 
n=} 
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例 13 在 点 < = 1 的 去 心 邻 域 中 将 函数 f(z) = ec 展开 成 罗 
朗 级 数 . 


解 该 级 数 形式 应 为 Ù Ge- Dg teH ehee, 


在 z == 1 的 去 心 邻 域 {z;0 二 |z 一 1| 过 十 吕 } 中 ,f(z) = e 解析 . 
所 以 在 0 二 18| <+ co 中 解析 ,而 


esitt HE tE <+ oo) 
E 21 n! ' 
因此 

1 1 1 


zh . 
etelt eg 22f Tt 


1 1 E 
十 页 区 二 十 0< |z 1| <+ œ). 


思考 题 四 
1 对 于 一 般 形 式 的 等 级 数 う C.( 一 ay (a 关 0), 阿 贝尔 定理 应 如 何 叙 
述 ? 试 证 明 阿 贝尔 定理 的 后 半 部 分 、， 
2. 对 于 定理 4.1. 8, 请 用 睾 级 数 一 般 形式 > )C.(z 一 (a 20 写 出 与 
(4. 1.12) 式 和 (4.1.13) 式 相应 的 结论 . ・ ns 
3. EX ca- 1)" 在 点 = = 0 处 收敛 ,在 点 = = 2 处 发 散 ,试问 宕 


级 数 在 = = 村 与 = aab SO. 
4. 下列 结 论 是 否 必然 正确 ?为 什么 ?请 举例 说 明 . 
(1) 震级 数 在 它 的 收敛 图 周 上 处 处 收 伊 ; 
(2) 赛 级 数 在 它 的 收敛 圆周 上 处 处 不 收 伍 . 
5. 如 果 lim | GH 存在 (天 c), 间 下 列 三 个 等 级 数 
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al 


是 否 有 相同 的 收 剑 半径? 
e > 
6. 试问 函数 SO = opu pay 在 * 一 i 处 展开 的 台 劳 级 数 
的 收敛 半径 是 什么 ? 
7. 函数 f(z) = ーー 在 z = 0 处 的 麦克 劳 林 级 数 的 收敛 半径 是 什么 ? 


8.。( 台 劳 级 数 相 乘 ) 设 Dar 和 > be 的 收 伍 半径 均 大 于 或 等 于 R E 
LC, = 可以 正明 SIC 的 收 伍 半 径 亦 大 于 或 等 于 R,, 且 在 圆 域 
lz 一 zol «RB. 


Nes = (sex 3e. 
ET LA 


Per 


成 立 .例如 /(z) — i = < 在 x 二 0 的 邻 域内 展开 的 台 劳 级 数 的 收敛 半径 为 
LAX 
ーー ニュ キオ ャ キジ キー キマ キー 6 日 に あり 
IM At pap E pas E < 
ecce debe Cz] <+ %) 
e YR CY rr 
T= ex = De ( 记 0! =1) (zl<L. 
其 中 
DRE, S NEM NUR - E 
Ca DT W012), 
nf ニュ ーー ニュ オ dt Ee t Ee t o 


N 1 a 
+ ジー ムーp Te dzl < D. 


9. 用 待定 系数 法 求 函 数 的 台 劳 展开 式 . 例如 将 函数 f(z) = tan z = RE: 
展开 成 麦克 劳 林 级 数 . 
因为 f(z) = tan z 在 xz 二 0 处 解析 ,所 以 其 在 z — 0 处 可 展开 成 麦克 劳 林 级 


数 .在 = = 0 的 邻 域 |z| < F 中 (为 什么 ), 设 
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SNZ L a, + az +e H az" H del < SO. 


cos z 
所 以 
を * 2 
“一 3 gr Hee = lat azt ee + az 2 
: zi zi 
xa-gptipto 
一 Cr = [9370719 bz"). 
Er] To Er 
等 式 两 边 对 照 得 
€,—0. 1=C,; = ab, t abo =a, 
0 = C, = ash + aibi ab m — ga + 0+ a m — pb as 
所 以 
a, = 0; 
同样 方法 ， 
x cQ ea 2— laa = ユエ +a 
31 ュー gh 2^ 3 2 T 
SS EST 
V NW ee td 
同样 方法 ， 
a = を 
$ 15" 
所 以 


二 z 
tanz 一 < 十 本 十 站 ”十 dzl < 7>- 


10. 试问 函数 SO ニー ュー TAE z= 0,2 = 1m — LP IRE 


KIRIP OE RD MIRTE AD P MAMA SAT AIER? OU HIFR R A 
数 形式 ,不 必 具 体 写 出 罗 朗 展开 式 ) 
JO. ap ( 


e "s | 
N. 罗 妆 定理 中 的 罗 关 系数 公式 C, = o Pg yen d 


n=0, + 


1.…) 是 否 可 用 高 阶 导数 的 柯 西 积分 公式 写 为 C, = fo GoUMEA: 
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12. B T 


z 


z+ 十 … 十 2 十 ・ - 


dora ep z ia e 
1 一 a 
所 以 其 和 函数 为 /(z) ニー ニーー ェ ニーー0 
试问 该 结论 是 否 正确 ? 
习题 四 


1. 判断 下 列 级 数 的 敛 散 性 
rn 1ー 3、。 
(1) » "L (2) グラ) 


$ (や や dz 

ms ます 
3. RTF FA REA B h Uic AOE 68 55 ic A R 
a) È ge 2) 2 eu 

< = p 
(3) Me (4) 2 ZŁ, 
(5) È zZ, (6) Xn zu 
(7) 3r. (8) Dai zt. 
4. CERE og A M0 ASAE OHNE CALOR 
(于 十 在 z 一 1 处 ; (2)e: 在 z= 二 1 处 ; 
(3) 二 到 在 z 二 0 处 O cgi s b 

H - 

O acap iE l A 
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5. 求 下 列 两 数 的 麦克 劳 林 级 数 , 并 指出 它们 的 收敛 范围 : 


(1) (2) sin(z^); (3) z'e. 


ep 
(+) 
6. 设 f(z) = SC, 在 |z| < R pi. nR o< r< RAER 
f = Mere. 


ao 


其 中 z =r e, C, 一 F f(r e^)e "d 0, 且 有 等 式 


es 
去 j fo e) d0 = » IC. Pr 
成立 . 

(提示 : 対 C, 利用 柯 西 积分 公式 及 C) 了 (z) = if(z)|? 青 逐 项 积分 ) 


7. MUR. D] Cue 有 收敛 半径 为 RAEN Y) Re (C,)z* 的 收 全 半径 >R 


& 设 1(z) 二 MC 的 收 化 半 径 为 R,D = (e| lel < RI € DR 


FG) 在 zo 点 的 台 劳 级 数 的 收敛 半径 .证 明 :; R zol RR |zol. 
9. 证 明 复 分 析 中 的 罗 必 达 (L'Hospital) 法 则 . 设 P(z) 与 Q(z) 在 z 点 解 
析 , 且 z 均 为 P(z) 与 Q(z) 的 & 级 零点 (过 1), 则 


lim P2 ー P?() 
e9QG) QU 


10. 假设 函数 /(z) = e" RR fmc) 一 C 


(提示 : 台 劳 展开 ) 


. 试 不 用 直接 求 导 计算 . 


11. 如果 f(z) PAKK, EL (<) = Cue E |z| RUBRO > 0) ,证 
明 
Ca =0 (220.,2,). 
( 即 偶 函 数 的 麦克 劳 林 级 数 中 不 含 z HO CURE. 同 理 也 可 证 明 , 奇 函数 的 麦 
克 劳 林 级 数 中 不 含 = 的 偶数 次 赛 项 ) 
12. 证 明 : 


O 此 公式 表明 台 劳 级 数 可 表示 为 一 个 富 立 叶 (Fourier) 级 数 . 
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Eas dt 
(D GO o gg RET "up 


o Ey = fea 
(提示 : (1) 利用 高 阶 导数 的 柯 西 积分 公式 ;(2) 对 (1) 式 求 和 . ) 
13. 求 下 列 各 函数 在 指定 圆 环 内 的 罗 朗 级 数 : 


D! 


D な ーー の な ーー 在 2 ぐし | «3m; 
Qi 在 lz 一 11>1 中 ， 
L4 
(3 sin zj 在 0< lz+11<oc 中 ， 
a) evt 在 0< |z| «oot; 
1 
D ED 0< |z| <151< |z| «Ton; 
1 
(6) E I 在 0 二 lz 十 2| 二 2 中 ; 
1 
の FF f sl <1 中 . 
14. WR k 是 满足 二 1 的 实数 ,证 明 ， 
SPEM E sin の 
p» sin (n + 6 = 1— 2kos Ü3 Ei 
S E cos の 9 一 ん 
M cos (n + DO = akeo 9 F E 


GER: 4 z= eO 2o telz lel > EL 中 将 函数 开展 开 成 罗 
朗 级 数 ,再 比较 等 式 两 边 的 实 部 与 虚 部 . ) 


15. $ f) = emi ー X Logar Sae i RRE z= 0 的 
环 域 中 的 罗 朗 级 数 ,/,(1) ROS n 阶 贝 塞 尔 (Bessel) 函数 .证 明 : 
DLO = if cos (t sin 8 — n0) dg (n = 0,1,2,7) 
=J. 


(2) J (= の 


(提示 :(1) MALO 的 积分 表达 式 );(2) 分 别 用 十 和 e H =, 再 比较 
两 边 = 的 同 次 守 系 数 . ) 

16. 已 知 GO 是 整 函 数 , 且 对 于 充分 大 的 jz|, 有 SO] < | 成立, 
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a(t) 一 《一 D'J,G) (n= 102,7). 


其 中 M 为 常数 .n > 1( 为 整数 ). 证 明 f(z) 必 是 一 个 次 数 小 于 或 等 于 的 多 项 
xXx. 
(提示 : 运用 函数 f(x) 在 原点 处 的 高 阶 导数 柯 西 积分 公式 的 模 的 估计 ) 


和 


第 五 章 "m 数 


在 这 一 章 中 ,我 们 将 介绍 复 变 函数 的 一 个 重要 定理 一 一 留 数 定 
理 . 利用 这 个 定理 可 以 计算 围 道 积分 与 一 些 实 积分 . 为 此 ,我 们 先 从 
研究 解析 函数 在 其 孤立 奇 点 处 的 性 态 出 发 , 介绍 函数 在 孤立 奇 点 处 
的 留 数 及 其 计算 公式 ,然后 再 讨论 留 数 定理 及 其 应 用 . 


§ 5.1 孤立 奇 点 的 分 类 及 其 性 质 


在 第 四 章 中 ,我 们 已 经 介绍 了 解析 函数 的 孤立 奇 点 定义 , 它 是 解 
析 函 数 的 奇 点 中 最 简单 也 是 最 重要 的 一 种 . 


5.1.1. 孤立 奇 点 的 分 类 


定义 5.1.1 如 果 z。 是 f(z) 的 孤立 奇 点 , 则 在 zo 的 某 个 去 心 邻 
域 (2:0 < |z — zol ご 9) 内 ,f(z) 可 展开 成 罗 朗 级 数 


" 
f(z) = 之 C,G — zo)" 


= Does) t x (z 一 z)" 
0 ご テーs| «à (5.1.1) 
这 时 有 以 下 三 种 情况 : 
COD f(z) 的 罗 朗 级 数 中 的 主 部 为 零 ( 即 (z 一 s。) 的 负 宕 次 系数 
C, = 0(1 =— 1, 一 2,…)), 此 时 称 z 为 f(z) 的 可 去 奇 点 . 
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(2) f GO 的 罗 朗 级 数 中 的 主 部 只 有 有 限 项 , 即 (z 一 zo) WNAE 
次 系数 只 有 有 限 个 不 为 零 ,C_，。 关 0lm 宇 1), 但 C_iw 501, 
2,…), 罗 朗 级 数 形式 为 


f(z) 


十 Dol uy O< |z — z| <8), (5.1.2) 


METETE 的 极点 ， BS m 级 极点 . 

当 m = 1 ht, BP C, Æ 0C: = Coa = 7 = 二 0, 称 zo 为 f(z) 的 
单 极点 . 

O f(z) 的 罗 朗 级 数 主 部 中 有 无 穷 多 项 , 即 (z 一 zo) 的 负 寡 次 
NGUSETS S ci zo 为 f(z) 的 本 性 奇 点 . 


例 zo 一 0 是 二 的 可 去 奇 点 .因为 在 0< |z| < co 内 ,其 
罗 朗 级 数 
esi z EN 
z he i 
中 不信 
在 一 ,由 第 三 Sn. 在 z = 0 处 解析 ,所 
以 这 个 奇 点 是 可 去 的 . 


1 

例 2 z= 1,z=2 是 f(z) G-—-DG-2 的 单 极 点 ,因为 

在 z= 1 的 去 心 邻 域 {z;0 二 |z 一 1| 二 1} 内 ,由 第 四 章 例 题 11(2) 有 
罗 朗 级 数 


ーー Ee- 1 
(0— |z — 1| < D. 
H Ci = 一 1 和 关 0, 所 以 z == 1 是 单 极 点 . 同 理 可 证 z= 二 2 是 f(z) 
的 单 极点 . 
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93 = 一 0 是 7(z) = sin 二 的 本 性 奇 点 ,因为 在 0 < |z| < 


十 eo 内 ,其 罗 朗 级 数 
1 1 1 


. 1 
fG) = sin = z 31g taret 
(=p 1 
MCESVEM em キー" 


中 有 无 穷 多 项 z 的 负 寡 次 项 . 

我 们 除了 可 将 函数 GO. 在 孤立 奇 点 处 展开 成 罗 朗 级 数 ,从 而 根 
据 级 数 中 主 部 的 不 同情 况 去 判断 奇 点 的 类 型 外 , 还 可 根据 以 下 将 介 
绍 的 判断 奇 点 的 其 他 等 价 性 定理 来 判断 孤立 奇 点 的 类 别 ， 而 无 需求 
出 函数 在 孤立 奇 点 处 的 罗 朗 展开 . 特别 对 于 判断 极点 的 级 ,利用 等 价 
性 定理 去 判断 显得 更 方便 ;同时 ,这 些 定理 对 于 今后 计算 函数 在 孤立 
奇 点 处 的 留 数 问题 也 是 很 重要 的 . 


5.1.2. 孤立 奇 点 的 性 质 


定理 5.1.1 设 x 是 jz) 的 孤立 奇 点 , 则 下 面 的 结论 等 价 : 
(1)s。 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ; 

(2) limfG) 存在 ( 且 关 09); 

Ofe) 在 zo 点 的 一 个 邻 域内 有 界 ; 

(4) lim(z 一 KH OR 一 -0. 


证 明 (D-22202 (D 是 显然 的 ,只 要 证 明 (4) 过 (1). 
设 f 在 z, 的 去 心 邻 域 {z;0 二 |z 一 zo| < R} 内 解析 ,由 罗 朗 定 
理 ,f(z) 可 展开 为 罗 朗 级 数 


f(z) = ïc „(z 一 zo)", 


要 证 =, 是 三 的 可 去 奇 点 ,只 需 证 明 C 。 一 00 一 1,2,…). 
对 于 任意 的 nn > 1, 88 (4.4.60 RA 
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Cc. - aj Os — «Y^ dt 
JEP C, = (eile — zol = ,是 任意 介 于 0 和 及 之 间 的 数 ， 


IC., mJ/o ニュ が EJ 


1 NS — z|"? |d 
E FE — zol"? lak] 
< 去 | max| — z)f (D + =lat] 
BEL s€C, E 


ul E pU 
= g, maxi zf | ・ ゲ [ien 


= max | — 20f(D| «77 0G 0). 
因此 ,对 于 任意 的 n 宇 1,C-, = 0. 
定理 5.1.2 z, 是 函数 /(z) Im CE D 级 极点 的 充分 必要 条 件 
是 :f(z) 可 表示 为 SO = こと ーー 的 形式 ,其 中 00 在 z AUR 
Fr. B. 9G 天 0. 
证 明 ” 设 x, 是 /(z) Hm CE D 级 极点 ,由 定义 有 


C-n C-i £e eee 
f(z) Gay t + 9 zo) 十 
十 C,(z 一 zo)" 十 … O< |z—z| «—R 
ec Cus *tCouaG—nu-ct: 
TC.aG -— zu)" D (z 一 z,)"*"] 
ー _ 4G) 
Ga (5.1.3) 


其 中 
9G) = C. + C. — m) 
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十 C_i(z 一 zo)” + Mec cn 


n=0 


TE zo 的 一 个 邻 域 中 收敛 ,所 以 y(z) 在 该 邻 域 中 解析 , 且 RD 一 
Con E 0, 必 要 性 得 证 . 

我 们 能 够 逆 此 过 程 去 证 明定 理 的 充分 性 . 

推论 1 z, 是 函数 f(z) 的 m( 宇 1) 级 极点 的 充分 必要 条 件 是 : 


z REFE 的 m C D 级 零点 . (请 读者 自己 证 明 ) 
定理 5.1.3 E eS 的 孤立 奇 点 , 则 zo 是 f(z) 的 极点 的 
充分 必要 条 件 是 


limf(z) = oo, 
证 明 x。 是 f(z) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 : z Epi 的 零点 ， 
即 lim goy 二 0, 而 它 等 价 于 limf(z) = co. 


在 复 分 析 中 ,对 于 在 Z 平面 上 除 极点 外 别 无 其 他 类 型 奇 点 的 单 
值 解析 函数 称 为 亚 纯 函数 . 
1 


例 4 指出 函数 f(z) 一 Fi 的 孤立 奇 点 ,并 给 予 分 类 . 


解 使 e+1=0 的 点 是 f(z) 的 奇 点 , 这 些 奇 点 是 
z, = (2k +1)xi (一 0, 士 1, 士 2,…), 它 们 都 是 孤立 奇 点 .由 于 
C 十 1) he —— 130, 
所 以 zi 均 为 e 十 1 的 一 级 零点 . 由 定理 5.1.2 推 论 1 知 ,zx(& 一 0, 士 
1, 土 2,…) 是 f(z) 的 一 级 极点 . 
例 5 函数 
2z 十 1 
z(z—1)» 
以 z = 0 为 一 级 极点 ,z 一 1 为 二 级 极点 . 
应 该 指出 ,在 判断 某 一 个 孤立 奇 点 是 函数 的 何 种 奇 点 时 ,不 能 只 
看 函数 的 表面 形式 就 下 结论 , 而 要 做 严格 的 判断 . 例如 对 于 函数 
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f(z) = 


SEn 是 正 整 数 ) ,似乎 z= 0 是 它 的 n 级 极点 ,其 实 不 然 . 当 n 一 1 


时 ,z= 二 0 是 可 去 奇 点 ; 当 n 记 1 时 ,z= 二 0 是 加 的 (n 一 D 级 极点 . 
这 是 因为 


sh > 1 z? z 
z zUtsptsptUtümrDT 


1 1 
GE—D1z-9* 


gh 


-+ …) 


E 5 十 + 
(5.1.4) 
一 般 , 有 以 下 结论 ， 
对 于 形 如 /(z) = PED 的 函数 ,如 果 AGO 5 eO HE zo ERE 
析 , 且 AERE AGO 与 &(z) 的 mm 与 4 级 零点 (m 和 "为 非 负 整数 )， 
m 


Mom >n htsz 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ; 
当 二 nn 时 ,zo 是 f(z) 的 n 一 m 级 极点 . 
证 明 留 给 读者 完成 . 


例 6 x 二 0 为 函数 一! 与 


z sin 
87 RIO = ul 一 二 的 孤立 奇 点 ,并 指出 其 奇 点 的 类 
EN 


R “一 0 为 /(z) 一 二 一 圭一 和 二 生机 半分 子 分 母 的 夫 


点 , 它 是 分 子 (z — e 十 1) 的 二 级 零点 ,也 是 分 母 se* 一 1) 的 二 级 零 
点 ,所 以 z = 0 是 函数 f(z) 的 可 去 奇 点 . 

z= 2kri (を 三 士 1, 土 2…) 是 分 母 z(e’ 一 1) 的 一 级 零点 ， 
而 不 是 分 子 的 零点 ,所 以 zi = kri (= 二 土 1, 土 2,…) 是 f(z) 的 一 
级 极点 . 
结合 定理 5. 1. 1 与 定理 5.1.3, 可 以 直接 得 到 有 关 本 性 奇 点 的 等 
价 性 定理 . 


z? 
2 


的 可 去 奇 点 . 


z 


* 123* 


定理 5.1.4 Bz ERAK SC) 的 孤立 奇 点 , 则 zo 是 了 f(z) 的 本 
性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 limf(z) 不 存在 (也 不 为 0). 


例 8 证 明 z — 0 是 函数 /(z) = zet(n 为 整数 ) 的 本 性 奇 点 . 
证 明 ”因为 在 0 二 |z| <+ 内 , 
wet= Yl hes 
有 无 穷 多 个 负 寡 项 ,根据 定义 可 知 ,z = 0 是 f(z) 的 本 性 奇 点 . 
我 们 也 可 用 定理 5.1.4 证 明 . 因为 


lim zet = lim ze 一 十 co， 
lim z'e* = lim et =0, 
所 以 lim z"e: 不 存在 ,也 不 为 oo. 由 定理 5.1.4 知 ,z — 0 是 f(z) 的 


本 性 奇 点 . 
以 上 讨论 了 有 穷 孤 立 奇 点 邻 域内 函数 的 性 质 ,现在 我 们 来 讨论 
函数 在 无 穷 远 点 邻 域内 的 性 质 . 


“5.1.3 解析 函数 在 无 穷 远 点 的 性 态 


定义 5.1.2 如果 函 数 / GO 在 无 穷 远 点 > = co 的 一 个 去 心 邻 
域 (R< |z| <+ o9 1 (R > 0) 内 解析 , 则 称 z = co 为 函数 的 孤立 奇 
A. 

X3 5.1.3. Woo 点 是 函数 的 孤立 奇 点 , 且 / G0 在 co 点 的 某 
个 邻 域 (R< |z| <+ o0) 内 解析 ,在 此 邻 域内 7(z) 可 展开 成 罗 朗 级 
数 

f(z) = »» Ce" = 5 Ca + Sice (R< |z| <+ oo). 


(5.1.5) 
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在 (5.1.5) 式 右边 两 个 级 数 中 的 第 一 部 分 >) Cue 称 为 其 正则 


n= 


部 分 ,第 二 部 分 MIC 称 为 罗 妆 级 数 的 主要 部 分 . 若 


(1) 主要 部 分 为 零 ( 即 正 寡 项 系数 全 为 零 ), 则 称 z= oo 为 f(z) 
的 可 去 奇 点 . 

(2) 主要 部 分 只 有 有 限 项 , 设 

Ciz 十 Ciz? 十 … 十 Cuz" (C, Æ 0), 

则 z = co Fk f GO BS m RRA. 

(3) 主要 部 分 有 无 穷 多 项 , 则 称 > = co f GO 的 本 性 奇 点 . 

上 述 定义 与 本 节 中 有 关 有 穷 孤 立 奇 点 分 类 的 定义 5. 1.1 是 不 矛 
盾 的 . 

事实 上 , 设 x = oo 是 f(z) 的 孤立 奇 点 , 作 变 换 z = D 
f(z) = IP = の, 此 時 Z 平 面 上 的 z= kA e PER E [= 
0 jo z 平面 上 co AHIR R< |z| ご eo 映 为 5 平面 上 以 z — 0 为 
中 心 的 去 心 邻 域 0 < | <E (如 果 R = 0, 规 定 去 = co) ,所 以 
E= 04& 90) 的 孤立 奇 点 .(5.1.5) 式 变 为 


w= Dc + Der (oc 


此 时 ,右边 第 二 个 级 数 Mer " Ro TEE — Off) deb 4E 0< It] 


一 去 中 罗 朗 级 数 的 主 部 ,所 以 5 一 0 是 函数 y(5) 的 可 去 奇 点 、 銀 概 
点 、 本 性 奇 点 ,就 对 应 了 < = co 是 函数 /(<) 的 可 去 奇 点 .mm 级 极点 、 
本 性 奇 点 . 

如 果 < = co 是 函数 /=) 的 可 去 奇 点 ,通常 称 f(z) 在 co 点 是 解 
析 的 ,并 且 有 
limf(z) = f(o0). 
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与 有 穷 的 孤立 奇 点 一 样 ,关于 以 co 为 孤立 奇 点 的 可 去 奇 点 、 极 
点 、 本 性 奇 点 ,我 们 也 有 相应 的 等 价 定理 ,这 里 就 不 一 一 列 出 了 . 
例 9 验证 = co 是 函数 f(z) = et 的 可 去 奇 点 . 
解 ” 因 为 f(z) = et 在 co 的 邻 域 0< |z| <+ co 解析 , 它 的 
罗 朗 级 数 
f(z) = et SEF +h ++ 


212! T 


(0 < |z| <+ oo) 


十 … 


中 不 含有 主要 部 分 ( 即 z 的 正和 部 分 ). 
—" TURNS, RS 
例 10 讨论 = = o RERE SO ニーー ャ ーー 的 何 种 
奇 点 . 
EN 1 
解 ”由 第 四 章 例 11 知 アニ ーー で 一 5 Dcー の 年 2 くく 
co 中 的 罗 朗 级 数 为 


t™ oa-1 — 
f(z) = 2 っ 1 
= z 


所 以 不 含有 主要 部 分 , 即 z = oo 点 是 函数 f(z) 的 可 去 奇 点 . 
例 11 z= o AEn KER 之 1 的 整数 ) 
pz) 一 Co 十 Ciz 十 … 十 Cz" 


(2 < |z| <+ oo). 


B n HR RR. 
例 12 求 出 下 列 函 数 的 奇 点 (包括 co 点 ) ,并 确定 其 类 别 . 


asl cgo] 
(1) f(z) = zGt4 X 


Qc) = SS を (为 正 整数 ). 
解 (1) zx = 0 为 一 级 极点 ; 
z =+ 2i 为 二 级 极点 ; 


z= oco 为 可 去 奇 点 (因为 lim 


35 


1 


zara» 
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] — cos 1 z z 
の ロー ロー 
下 
1rz z* 
vier art 
me z^" 
*cnDnUg;*-71 


(0 < |z| <+ co). 
可 见 : 
当 & 之 2 时 ,z 一 0 是 (zx) 的 & 一 2 级 极点 ; 
当 0<& 过 2 时 ,zx=0 是 jz) 的 可 去 奇 点 ; 
z = co 是 本 性 奇 点 . 


$5.2 BEH 


5.2.1 留 数 的 定义 及 留 数 定理 


定义 5.2.1 设 zo 是 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ,f(z) TE zo 的 去 心 
WR {z;0 < |z — zo| < P) 内 及 边界 C, = {z;|z 一 zo| = e) GST 
针 方 向 ) 解析 , 则 称 


aee 
为 f(z) 在 奇 点 zo 处 的 留 数 , 记 为 


Res [f(z);zo] 或 Res(f;zo). 
令 罗 朗 级 数 的 系数 公式 (4.4.6) r2 —— 1, 有 


Res [fz] = zi $f) de= cas 62D 
C, 
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BD f GO 在 孤立 奇 点 z 处 的 留 数 等 于 f(z) 在 *。 的 去 心 邻 域内 罗 朗 级 
数 中 一 エー 项 的 系数 C_1, 所 以 函数 在 孤立 奇 点 去 心 邻 域内 的 罗 朗 


Sg 
展开 式 中 的 系数 C-， 有 着 其 他 各 项 系数 所 不 能 比拟 的 作用 . 

公式 (5. 2. D 说 明了 , 若 一 个 函数 在 闲 曲线 及 其 内 部 仅 有 一 个 
孤立 奇 点 , 那 末 函数 在 闭 曲 线 上 的 积分 将 可 用 它 在 奇 点 处 的 留 数 来 
表示 . 若 把 该 式 与 多 连通 区 域 柯 西 积分 公式 的 推广 定理 联系 起 来 ,我 
们 就 可 以 讨论 在 闭 曲线 内 部 有 有 限 个 孤立 奇 点 的 函数 在 边界 上 的 积 
分 问题 了 ,这 就 是 下 面 将 介绍 的 基本 定理 -一 留 数 定理 . 

定理 5.2.1 留 数 定理 ” 设 刀 是 边界 C 由 有 限 条 闭 曲 线 围 成 的 
区 域 ,zi,z2,…,z,€ D, 函数 f(z) 在 DNG zen) 上 解析 ， 
(D -DU CO. 


dre dz = 2xi X, Res [7(e) js]. (5. 2. 2) 
证 明 EDN EnA 
zilk = 1,2, n) 为 中 心 r Ck = 
1,2,…,n) 为 半径 的 互 不 包含 、 
互 不 相交 的 小 圆 Ci = (Iz 一 zl 
= n) (二 1,2,…,n)( 见 图 
5-1). 根据 多 连通 区 域 的 柯 西 积 
分 定理 有 


fro dz = b» fro dz, 
で -c 


由 留 数 的 定义 即 得 (5. 2. 2) 式 . 这 说 明 , 沿 封闭 曲线 C 的 积分 可 以 转 
化 成 被 积 函 数 在 C. 内 各 奇 点 处 的 留 数 计算 . 


5.2.2 MAHA 


由 上 述 可 见 , 留 数 定理 把 围 道上 的 复 积分 计算 转化 为 围 道内 孤 
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立 奇 点 处 的 留 数 计算 , 也 即 可 用 各 种 方法 寻求 函数 在 孤立 奇 点 的 近 
35 罗 朗 级 数 展开 式 中 负 一 次 宕 的 系数 . 如 既 可 以 直接 用 罗 朗 展开 的 
方法 ,也 可 以 用 下 面 一 些 定理 去 计算 留 数 . 
定理 5.2.2 函数 jz) 在 可 去 奇 点 zxo( 有 限 点 ) 处 的 留 数 为 零 . 
对 于 本 性 奇 点 ,我 们 只 能 进行 罗 朗 展开 , 在 罗 朗 级 数 中 找 出 
(< 一 zo) 的 系数 .我 们 的 重点 是 讨论 函数 在 极点 处 的 留 数 计算 . 
定理 5.2.3. Üz ERK SC) 的 m(m S1) 级 极点 , 则 


m-l 
Res[ f (z);zo] 1 lim iue zo)” f(z)]. 


(m — 1)! 
(5. 2. 3) 
WEBB 由 定义 5.1.2 知 ,在 zxo 点 的 某 个 去 心 邻 域 {z;0 二 |z 一 

zol «Ri 内 , 
ー Cau C ua 
fe» (x —$)" - (x—z)" 


C 3 
中 十 Ce ー zo)". 


式 中 C-n 250, rA 
(z — z)"f(z)—C.,- C. im- lZ — z) H … 


+ Cz — zu"-43XCG-z"", 


于 是 
in I iG — 207/00] = (m — 1) ! Ca. 
因此 有 
Cm Sm LIS ue 一 MfG. Gana) 
特別 , 当 zo 为 单 极点 时 ,(5. 2. 4) 式 即 为 
Res[f(2);z,] = lime ー を o) げ (<)。 (5.2.5) 


推论 1 车 f(z) = EM 其 中 >) 在 z。 点 解析 , H 
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Pz) 3 0,m Z1, W 


pe) Y”? (zo) 
Res レー] m DT (5.2.5) 
推论 2 ESO = EE Ep PCz) 与 Q(z) 在 zw 点 解析 , 且 
ア (z。) 关 0,Q(zo) = 二 0, 而 Q'(zo) Æ OCI zo H fC) 的 单 极点 ), 则 
PG) Q Po) 
Res[ 50552 = rey (5. 2. 6) 
WEBB ”由 (5.2.4) 式 知 
P(z) P(z) 
Res [oid Le zo) aw] 
lim P(z) _ Pl(z0) 
(oe. QG)—QG)O  Q'G 


v= 


推论 3 z。 是 函数 g(z) 的 & 级 (% 宇 1) 零点 ,是 h(z) 的 & 十 1 级 
零点 , 则 zo 是 f(z) = EO 的 单 极点 , 且 


h(z) 
[icon g^? (zo) 
Resp cz) jzo] 一 (人 十 1) RUP (5.2. 7) 


请 读者 自 证 之 . 

定理 5.2.4 设 g(z) 与 h(z) Ez 点 和解 析 , H g(z。) 关 0， 
KG) = M Gi) = 0,8 Gu) 5E 0 ICI zo 是 プ (<) £O 的 二 级 极点 ， 
ni . 


ge). g' (zo) 2 g(zo)h” (zo) 
Resla] = 2 ae 3 (GOEC 


(5.2.8) 


(证 略 ) 
为 了 便于 查找 ,我 们 把 上 述 留 数 计算 公式 列 于 附录 l. 
例 13 计算 积分 $ EZ dz 的 人 


1 一 cos を 


Ete 
1 一 cos z 


解 ”因为 被 积 函数 
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的 奇 点 是 使 1 一 cos z 二 0 的 点 ， 


ge eid fd n krk — 0. 1. E 2n E 


2 
闭 曲线 |z| — 7 内 部 ,只 有 三 个 点 : z-1 一 一 2r,zo 0,2 = 2,9 
g(z) 一 1 十 zj(z) 王 1 一 coszy 由 于 

gG)) =1+2kr #0 (一 一 1,0,1)， 

g (z) = 1, 

AG) = h' (z4) = 0, 


2 
h"(z,) = Za — cos z) |..., = cos2kx = 1 Æ 0, 
h"(z,) =— sin2kx = 0; 
所 以 z& ニー 1.0.1) Ri EE 在 |z| < 7 内 的 三 个 二 级 极 
点 .由 公式 (5. 2.8) 得 


1 十 = 1 2 
Res > 951-72 3:072 G-—100. 
所 以 
1 十 z DN 1 十 > 
時 I= ez dz — 2 i Res(ーーーーー in) = 12ni. 
Bl 14. 求 f(z) = 一 —— 在 孤立 奇 点 处 的 留 数 . 


mu 
解 z= 2kr (& — 0, - 1,77) 是 分 母 (1 — cos 22 的 二 级 零点 ， 

z 三 0 是 分 子 的 一 级 零点 ,所 以 z — 0 是 f(z) 的 一 级 极点 ;zk — kr 

k=l, 土 2,…) 是 f(z) 的 二 级 极点 ,由 公式 (5. 2.4) 得 


R 1 z? " z* 
e oes 10] — lim — eos z C i25 n 
2sin テ 
如果 由 公式 (5.2.3) 计算 f(z) 在 zk A 0) 处 的 留 数 
z . d 
Res i — cm] 三 limg;l -2) Ec coaz] (k #0), 
显然 比较 麻烦 ,在 此 可 以 直接 用 公式 (5. 2. 8) 计算 : 
z 1 2 2kx * 0 
Re[jI— cos ^1—72*1— 3^1 2 (0. 
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例 15 求 函 数 <) ニ ューー 在 奇 点 处 的 留 数 . 


解 < 土 1 是 了 ②) 的 单 极点 jz 一 一 0 是 jz) 的 三 级 极点 . 由 
(5. 2.6) 式 知 
Res[/G): + 1] = cry l-a =- 4. 
由 (5. 2. 3) RA 
Res[ f(z);0] = 


を 


1 di... 1 

y lim gl ュー] 
1 

4 


1 
(= tp del 
ER /f(z) 在 z = 0 处 的 留 数 , 也 可 由 函数 f(z) = 


ター >5 在 *=0 
的 去 心 邻 域 0 < |<| 二 1 内 的 罗 朗 级 数 中 直接 去 找 ,这 比 用 高 阶 极点 
留 数 公 式 (5. 2. 4) 更 简单 : 
le mec S 
ジー zl 


= lu tetz ee] 


= 吉 十 二 十 < 十 十 2* 3 十 … 
z 


(0c |z| « D, 
所 以 Res[ D 0] = 1. 
例 16 REA S = P o 为 正 整数 ) 在 奇 点 处 的 留 数 . 
解 ”由 于 
Jy es shz 


E ET SPI MEET 
et gr f gs GE-—Di 
(0 < |z| <+ eo). 


当 二 1 时 ,z 一 0 是 anz 的 可 去 奇 点 . 
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shiz 


H n> 2i = 0 E a 一 1 级 极点 . 
PR Hn 是 奇数 时 , 罗 朗 级 数 中 起 的 系数 为 零 ;n 是 偶数 時 , ヵ 


= 2k. ICI BRA RC IU BOR C s B er BED 
有 
Res(?52,0] -de- ァ ー1)! , 当 = 是 偶数 时 
z ö X n EARN. 


, 


在 该 题 中 ,如 果 运 用 高 阶 极 点 的 留 数 公式 (5. 2. 30 求 留 数 ,就 要 
对 号 oj n — 1 阶 的 导数 ; 当 ， 越 大 时 ,计算 就 越 麻烦 ,所 以 应 该 视 古 
而 选择 适当 的 方法 . 

例 17 REM S) ニー トー 在 奇 点 处 的 留 数 . 

解 使 shzz 三 0 的 点 , 即 为 满足 方程 

e" 一 er 一 0 
的 点 , 解 之 得 z P GL 0, 1, E 2,70. E (sh az) [,, = ach 
az, — aC— ' Æ 0, FFV z, HI shaz fj — RRA — 0, E 1,5. 
由 此 可 见 : 


= 二 0 是 /(z) = ニル し 的 二 级 极点 . 
kr. 
gp S (k #0) 是 げ (>) = ELITS 
1 
Res[= zl] Rest iz] 
d 
Zi (—10* 
acum dx (k = 土 1, 土 2,…). 
2 . Shaz 一 azch 
Re 
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に 


. gchgz 一 gchgz 一 a’z shaz 
Res[= vr 30] lim 2ashaz chaz 


lim — 24. 
z0 2chaz 


实际 上 ,不 经 过 计算 也 可 推 知 f(z) 在 z = 0 点 的 留 数 等 于 零 ， 
因为 容易 证 明 , 偶 函数 在 以 = 一 0 td 内 的 
罗 朗 级 数 不 出 现 < 的 奇数 次 寡 , 而 f(z) = 为 偶 函 数 ,所 以 必 
有 C-i=0. 

例 18 求 函 数 f(z) = et 在 奇 点 处 的 留 数 . 

解 zx 二 0 是 f(z) = eti 的 本 性 奇 点 ,因为 

fæ) = et 


=0. 


z TUE 


-ribIÍDA ue 


(0 « |z| <+ œ), 
所 以 相 乘 后 的 级 数 工 HRAC X 


Ci 一 1 十 和 十 5 十 中 十 二 一 一 十 …， 


2! 2!3! (n — 1)!z! 
妈 
Res[e***; oj-1g- gi dq 
1 
T (n 一 In! TRUE 
zsin z 
例 19 计算 积分 で de. 


taim 


解法 一 ”由 于 在 |z| <1, R z—0X GERE a 级 极点 ， 
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所 以 


zsin z z'sin z 
Rel ey) = lim ey 
z? sin z 
lim c — ey z ト 
于 是 
zsin z S 
Jj qe ren 
解法 二 $ 
z^ 
fG)- zsin z z(z 3! ur Tu 
— e7) 2 
SE ep GIA 
2 4 
gd EID en 
zi z zi 
Gg ta Tcu 
id 
4 
dui vie VELIS 
9G) 
ati ts pe » 


因为 J(z) 在 z= RE HK 二 1 天 0, 所 以 在 zx=0 的 邻 域 中 
可 展开 成 台 劳 级 数 J(z) 一 > 


XC," ECS ニ w(0) =1. 因 此 ,在 0 的 
邻 域内 
Losing ly 
f(z) = (n —. z Ce 
HP C's = 1, 所 以 


Res[ zsin z 


aü-.9]1-7- 
0/20 ”计算 积分 $1 ds (18880. 
Iz| 21 
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解 = = 0 是 函数 工 一 和 ZI EU TS 由 于 


ルー1 k 
aprit +] (0 « |z| <1). 


所 以 


$n 计算 积分 I= 中 dz. 


-—  — 
で + 9) 
解 BREM airg 在 |z| 2 仅 有 一 个 二 级 极点 

zx 一 0, 而 由 
E 


1 
z’ (z? +9) 9 


er 1 e 1 e 
7 中 re di P de rt dz. 
因为 I os =| <2 EADE PITIE RLAR 0, 
从 而 先 简 化 了 原 积 分 ,得 


i e 211... の! 5 
了 g 2riRes C250] = ey |... 97i 
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*5.2.3 无 穷 远 点 处 的 留 数 


定义 5.2.2 设 品 点 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ,f(z) 在 {z;R < |z| 
去 十 ce} 内 解析 , 则 称 


1 
2xi $e dz 
e 


为 f(z) 在 oo 点 的 留 数 , 记 为 
Res[/(2),09] = zm bo dz; 


其 中 Cz 表示 中 心 在原 点 、 383 p 、 沿 顺 时 针 方 向 的 圆周 曲 
A. 
役 了 >) dg R «— |z| <+ oo 内 的 罗 朗 展开 式 为 


7 の ニー オデ ィ ー・ ++ 


十 Clz 十 … 十 Cz 十 … (R< |z| < œ). 
对 上 式 两 边沿 C= (z;|z | ei o GERIT RD GERI. fü 


—— $c dz —C.,, 


2ni <. J 
C, 


所 以 
1 
Res[f/(2);99] = Jri pe dz 


”一 ues a jeden 0 (5.2.9) 


亦 即 Res[/(z)joo] 等 于 f(z) 在 oo 点 的 罗 朗 展开 式 中 十 项 的 系数 
的 负 值 . 因此 ,容易 得 出 下 面 的 定理 . 
定理 5.2.5 ”如 果 函 数 (<) 在 扩充 的 复 平面 上 只 有 有 限 个 孤 
立 奇 点 (包括 co 点 在 内 ) BOR zn ess oo M] 7(z) 在 所 有 孤立 
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奇 点 处 的 留 数 之 和 等 于 零 . 
WEBB ” 作 以 原点 为 中 心 、 充 分 大 的 以 R 为 半径 的 圆周 C, 使 = ， 
zz, 全 包含 于 C 内 部 , 则 由 留 数 定理 知 


中 re d z = 2m Y] Res [feiz]， 
f メー 


由 于 在 曲线 C 外 部 , 除 oo 点 外 别 无 f(z) 的 奇 点 ,将 上 式 除 2xi 并 移 
项 得 


め Rer7 の ja] ー ye dz — o, 
Bp D - 
Re の a] + $ fæ dz =0. 
再 由 定义 5.2.2 知 , 上 式 即 为 
Reto] + Res[/(2),99] — 0, — (5.2.10) 


或 
fro dz ニー 2xi Res[ f(z);oo]. (5.2.11) 

例 22 求 函数 f(z) = aE Ee = 的 留 数 (显然 co 点 
是 f(z) 的 本 性 奇 点 ). 

解法 一 ”f(z) ニーーー 在 平面 上 有 0.1, 三 个 ,孤立 奇 
点 由 (5.2.10) 式 ,有 

Res pio] + Re 二 Ti] 
十 Res( -z 一 ieo] = 0. 

所 以 
Res 15599] (Res 5:0] + Res 5:11) 
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一 一 [一 1 十 e] 


一 1 一 e. 
解法 二 ”在 co 点 的 邻 域 {(z;1 二 |z| <+ 0) AHRR SC) E 
开 为 罗 朗 级 数 
e e 
z(z— 10D) 2(1 lj 

そ 

«dude me) 
1 1 


aty tet He, 
z z 


级 数 相 乘 后 , 找 出 二 的 系数 C_,( 其 余 的 系数 不 必 注意 )， 


1 
ca-de£gke4ic4- 
1 1 1 
=0 +77 tg; Te er eS 1 
一 e 一 1， 


所 以 
Res[f/(2);,09] 一 一 C- = 1— e. 
解法 三 在 o 点 的 爺 域 (11 ご |< 一 1| ご co) 内 格 函 数 げ ( 々 ) 展 
开 为 罗 朗 级 数 : 


e e* 1。e 
z(z—1) (—DG-—1-cD 
e ge]. Qay 
—"e-püturptUg to» 
1 1 
xa z-i eD T ) 


右边 级 数 相 乘 后 找 出 二 二 项 的 系数 C-，: 
1 1 1 1 
a 
e[1— X 


—-e(1—e!)—e—l. 
所 以 同样 有 Re ニー = 


我 们 应 注意 ， AS 在 可 去 奇 点 (有 穷 点 ) 处 必然 有 Res[ げ る) 
so] = 0; 但 是 ,如 果 co 是 f(z) 的 可 去 奇 点 (或 解析 点 ) 时 , 则 未 必 一 - 
定 有 Res[ f (22:00 ] 为 零 . 例如 

f(z) = et 


ico] 一 1 一 e. 


stio tara L +: 
i +e (0< |z| <+ o), 
co 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ,但 由 (5. 2. 9) 式 知 
Res[et;oo] =— C =—1%#0. 
下 面 介绍 函数 f(z) 在 co R 
Res[f(z);00] ニー ResL/C1 4} l0]. (5. 2. 12) 
事实 上 ,由 oo 点 处 留 数 的 定义 是 


ResL/G)59] = d dre de (Cr: |z| = 尺 顺 时 针 方向 )， 


fe) & R に | < 十 ce 内 解析 , 作 变换 = = と ds ニー didt, 
Uz = R eg = p et, IER po qum X Ir Cr ORISHA 


向 ) 转 一 圈 时 必 沿 着 C, — {5;15| = =o 的 逆 时 针 方 向 绕 一 圈 ， 
所 以 


Res [/(2),09] = zi $e dz 


2 1 
= 去 Mc D dt 


* 140 * 


1 lu 

-appt 

因为 f(z) 在 {z;R< |z| <+ co) 内 解析 ,所 以 s 在 化 ;0 二 Itl 
d 


一 直下 中 解析 一 一 VEU ICI ご の ) RERO IG REALE 0. 


由 留 数 定理 知 
Res[/(2);29] テー Res fil.) EI 


z. 


B z 
例 23 计算 积分 ds E 
解 如 果 直 接 用 留 数 定理 计算 被 积 函数 在 四 个 孤立 奇 点 处 的 
留 数 之 和 ,有 时 是 很 繁琐 的 ,尤其 是 对 于 那些 奇 点 多 、 极 点 级 数 较 高 
的 情况 更 为 麻烦 . 对 于 这 种 情况 ,用 公式 (5. 2. 11) 就 较为 简单 了 . 因 
为 


$2 ー dz ニー 2ri Res [ューー joo] , 


sl=2 


而 Res 三 p? 可 由 两 种 方法 获得 : 
a) f(x) = | <+ oo) 内 解析 ,所 
以 其 罗 朗 级 数 为 
E qu MS 
ンー は 
そ 
batite Heo 
z z z 
1< |z| <+ œ. 


所 以 
Res (r=) =— C, =0. 
(2) 由 公式 (5. 2. 12)， 
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z 
Res(= po Res[ー z0] 
FL exp 
一 一 Res[j 1:01 = 0, 
故 有 
之 
ュー ィ dz =0 


x 1 
例 24 ”计算 积分 す — 


1 
解 函数 や) ニーー お で 5) EU 2) ml —3, 
z — oo 外 ,没有 其 他 奇 点 ,因此 根据 公式 (5. 2. 10) 有 


1 1 _ | 
m Ca (Res(f(z);3) 


十 Res [f(2);œ]}, 


而 
a cd 
Res[/(2);,3] = 241， 
Res[/(z);oo] ニー Res[/(T) 十 ;0] 
zí 
Rel gaa — 225102 
= 0, 
所 以 
$ 1 dz ーー 2m 
(2— 3(5—2) 241 


lzt=2 
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$5.3 留 数 定理 的 应 用 


这 一 节 中 ,我 们 将 利用 留 数 定理 计算 某 些 类 型 的 定 积分 ,特别 是 
可 以 将 某 些 被 积 函 数 ( 其 原 函数 不 容易 求 得 ) 的 定 积分 转化 为 闭 围 
道上 的 复 积分 来 计算 . 


5.3.1 户 R(cos 9,sin 0) dO 型 积分 
0 


定理 5.3.1 Ñ R(cos 0,sin 0) Æ cos の ,sin 0 的 有 理 函 数 , 且 在 
[0,2x] 上 连续 , 则 
[T Ricos 0,sin の d9 = zxi Y] {f(z) 在 单位 加 内 极点 处 的 留 数 }. 


(5.3.1) 
其 中 
<* 十 1 s* 一 1 
2z ” 2zi 


fG) = LR ). 
1z 


正明 $ z= e” 0x 2x),dz = ie"d9, 則 9 = + dz; X 


为 
e+e ið z + z t z? +1 
cosg 2 2 2z 7 
sin 2 e? e i z zi z z? 1 
2i 2i 2d ・ 


BU 0 1E[0,2] 中 由 0 ESI 2 RE e HEURE (25 lel = 1) 的 逆 时 针 方 
向 绕 行 一 周 , 有 
[xs 0,sin 0) d の as iRCT 5 1 一 zdz 


= PTT dz. (5:352) 
i-i 
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由 于 (cos の,sin 0) 在 [0,2x] Æ, A f (D TE sl — 1. EX: 
极点 ,f(z) dé < 的 有理 函数 形式 . 由 留 数 定理 知 , 上 式 积分 等 于 
2xi > ) {f(z) 在 单位 圆 内 极点 处 的 留 数 }. 定理 证 毕 . 

iS (1) 利用 变量 替换 法 ,定理 5. 3. 1 中 的 积分 区 间 可 用 [a,a 
十 2r] 替代 ,a 是 任意 实数 ; 

(2) 定理 5.3. 1 只 适用 于 长 度 为 2x 的 区 间 上 的 积分 (请 读者 思 
考 ). 

例 25 计算 积分 了 一 | ーー 的 人 


1 
解 由 ギ ーー っ c2 是 偶 函 数 ,因此 


" do ir d の 
o 2 + cos 2 J- 2 十 cos の 


根据 公式 (5. 3. 2)， 


1 NES 1 1 
LEN ipse )riidn 
i= 2 キー デー Ifa 


被 积 函数 f(z) 一 
V3 ,所 以 有 
T= 十 .2riRes[ 


1 
zy gi ElI ARERIA zo 一 一 2 十 


1 
apap 2ta] 


E zl 
CURX dae m V3 


例 26 计算 积分 T= 
1). 
解 ”由 定理 5.3.1 有 


I= 


2x 1 
[Tra iaa O a> oa 


1 
ifi 1 + a° — 2a 


1 
zz 十 1 iz az 
2z 
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-i$ 1 ds 
i cam A Haza 


; 1 
! 中 去 一 ad 


lzl=1 
3 1 
x i$ (az — 1)(z — a) dz. 
BREME z= a,z — LAUR Ba < 1, 所 以 只 有 z 一 4 在 
lz| < 1 内 部 ,由 于 


Res [ 


Gz- De-a] a 


当 a > 1 时 ,只 有 点 = 一 二 在 |=| ご 1 内 部 ,由 于 


1 dc. porum 1 
ReloccDuco'al"U.Up 7p 
á a 
所 以 有 
i * 2ni a P^; a-1Hj, 
I— 
: . 1 __ 2n 
i a421H 


5.3.2 | 7) dx 型 积分 


定理 5.3.2 设 /(z) 在 整个 复 平面 CE 上 除 有 限 个 极点 外 均 解 
析 , 且 这 些 极点 不 在 实 轴 上 . 如 果 存 在 一 个 常数 M 与 正 数 R, 使 得 对 
于 一 切 |z| 之 R, 有 


rolet 
Iz] 


MADE a> 1 成 立 ), 则 有 


成 立 ( 一 般 情 况 只 须 假 设 |f(z)| < 
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[fo dz = 2xi S] U GO 在 上 半 平 面 极点 处 的 留 数 } 
(5.3.3) 


或 | 7(r)dz ニー 2ri う ) U GO 在 下 半 平 面 极点 处 的 留 数 }. 


特别 ,对 于 有 理 函数 /(z) = G0) ,其 中 PG) 和 Q(z) 为 = 的 多 项 


式 . 设 Q(z) Jm 次 多項式 , ア (>) n KEDR, H m zn 2, 
fæ P(z) _ ao taz + taz 
Q(z) bo 十 Bz 十 … + bnz” 
此 时 公式 (5. 3. 3) 也 成 立 . 
WRA 6r R, 考 虑 曲线 
C= 二 [一 r,rj UT, 其 中 T 为 上 
半圆 周 , 见 图 5-2. 选择 7 充分 大 ， 
使 得 f(z) 在 上 半 平 面 内 的 全 部 
极点 都 包含 在 C, 内 部 ,于 是 由 留 
数 定理 有 


Gn Z n 4 2). 


5-2 


で dz = zi 可 {f(z) 在 上 半 平 面 极点 处 的 留 数 } 
但 是 左边 积分 又 等 于 
[eo dr + [re az, 
ze か 


所 以 


[re テト [rende = Zs D Ure e eet ia iml Co. 


对 于 上 述 等 式 ,如 果 令 r 一 十 co, 由 于 C, 的 作法 , 知 C. 内 部 不 会 
再 增加 新 的 极点 ,所 以 C* ) 式 右 端 保持 不 变 . 从 微 积分 知 ,由 条 件 


IAD < qos m D Hel > REDS E T, ESEBUBEDI 
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Cx ) 式 左边 的 第 一 个 积分 当 - 一 十 oo 是 存在 的 , 且 
lim [Ao ire [rœ dz. 


为 了 证 明 (5. 3. 3) 式 成 立 ,我 们 只 须 证 明 , 当 十 co,Cx ) 式 
左 端 第 二 个 积分 趋 于 零 ,因为 


[reos - [reetrie'ao (由 已 知 条 件 ). 
p, 


但 
| [seriean] E m 一 XM —0 (a> 1,r=+ o), 
D r r 
所 以 
lim [fca = 0. 
让 
定理 得 证 . 
- 1 
例 27 ”计算 积分 工 一 | キュ 


S f(z)= SH 分 母 多 项 式 次 数 高 于 分 子 多 项 式 4 次 , 它 在 
上 半 平 面 有 两 个 单 极点 = 一 ef ,zs e 


1 - d 
d [apt t [zu 


一 た e$) 
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十 


5.3.3 | ey) dx 型 积分 (a> 0) 


定理 5.3.3 设 /(z) 在 GE 上 除 有 限 个 极点 外 均 解 析 , 而 且 这 些 
极点 不 在 实 轴 上 . 如 果 存 在 一 个 常数 M 与 正 数 R, 使 得 对 于 一 切 
|z| >R 

M 
げ で )| STel 
成 立 (一 般 情况 只 须 |7(z)| < g> DMA 


7 一 fera dx 


i 


Jim f e^" f(z)dr 
= mi >) {f(z) e^ 在 上 半 平 面 极点 处 的 留 数 } (a > 0. 
(5.3.3) 


特別 、 当 7(<) 是 有 理 函 数 SO — G5 M JUR PGO JI en 
次 多 项 式 ,Q(z) 妨 > 的 次 多項式 , 且 カッ 十 1, 此 時 (5.3.3) 式 也 
成立 . 由 (5.3.3) 式 还 可 得 
[ees arf(xz)dz = Re(7), (5.3. 4) 


on 


| sin arf(r)dr = ImQ), (5.3.5) 


为 证 明定 理 5. 3. 3 ,我 们 先 介绍 一 个 引 理 . 
约 当 (Jordan) 3| itg) ÆN = {z = re^;r > R, > 0,0 
«0, «0x0 n) 上 连续 且 在 9 上 limg(z) = 0, 则 对 于 “> 0, 


lim [ «coena: 一 0， 
Reto Pe 
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HP D. = {Re";9 0 0) R Z Re. 
WEB] 在 Te 上 ,z= Re" = RcosÓ 十 iRsin0， 


の 

zerds| EN |f cement - Rie^dó| 
8, 

P, i 


0, 
< [iae |e- **" . RAO 


«[ max ,ls (Re | + * Re "medg 
LA 


0, <09, 


=R- max IgAe の | - f etta 
9 


ミタ ・maxlg( の |・ fe ELT 
í 


= 2R * max|g(z)| ・ f enia 
ED. o 


< 2R * max|g(z)| * f EXT 
ET o 
Li 2 s 
(0€ (0.51 时 ,元 0 入 sind < の 


一 ža —e*). max |g(2)| 
— 0(R —++ co BM). 
定理 5.3. 3 的 证 明 : 与 定理 5. 3. 2 的 正明 一 冬 . 取 R 充分 大 使 
/(z) 的 极点 落 在 {z;|z| — R) 内 , 作 围 道 C — [一 R,R] U Ps. dni 
5-3. 由 约 当 引 理 ， 


Jim cerds 一 0. 
因此 ， 


is [foe dx = 22i e 3 {7 で)e" 在 上 半 平 面 极点 处 的 留 数 )、 


证 毕 . 
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5-3 


cos r 
EP 


例 28 计算 积分 | dz (a > 0) 的 值 . 


解 ”由 定理 5.3.3 知 ,a = 1 之 0, 被 积 函 数 中 f(z) = 
的 分 母 比分 子 高 二 次 . 


1 


m f at 下 a* da 
" e” 5 
= 2ri ， Res[ = F aii] 2ri 
由 (5. 3. 40 式 知 


ee 


cos 区 
[3 e dx = Re(D) = Tes 


我 们 把 上 述 积分 公式 列 于 附录 』 中 . 


“5.3.4 ”积分 路 径 ( 实 轴 ) 上 有 单 极点 的 积分 


引 理 1 Re) EC, = (z — a = re^,0, «C0 0,,0 — r & r4) 
上 连续 , 且 
lim(z ー a)f(z) = À, 
则 有 
limf fæ dz = i(0, — 0,)4. 
© 
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证 明 因为 lim(z 一 4a)f(z) = 对 于 任意 给 定 的 = > 0, 存 在 
6 0, 使 当 r 二 6 时 ,|(z 一 a)f(zx) 一 | — e 成立, 因为 
dz 
tesa AU e MU 
所 以 
1 (z — a)f(z) 一 A 
| | fce) ds 一 4 | = dz| = | 0) A dzl 
AE 


=a z—a 


< e(8, — 0,). 

5| 1 得 证 . 引 理 1 的 另 一 形式 如 下 . 

引 理 1 Gz ES) 的 单 极点 , 圆 弧 段 : 

C. = {z| |z — zo| = €> 0,% S arg (z — z) S œ% + a}, 
则 

lim | fco) d z = aiRes[f (2) ;z,]. 

显然 ,对 于 闭 曲 线 C'.: |z 一 s。| = ela = 210 积分 ,是 其 特殊 情况 . 

证 明 ”在 z, 点 的 去 心 邻 域 中 ,f(z) 可 以 表示 为 

f(z)= E 4 AG), 


其 中 AGO 在 z 点 解 析 ,C-」 = ResLfG) iz] 3E 
C 
Fe) dz = | 一 一 - dz 十 |A(z)dz. 
| IE E | 


面 
C " ^t ien : 
j= C 3 8, dg = C id, 
hG) 在 zo 点 解 析 , 因 此 在 zo 点 有 界 , 即 存在 M > 0, 使 


| ka < MIC.) = Mae, 
i 


X e— 0 Rf 
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Ih Godz — 0. 


去 理 得 证 . 
定理 5.3.4 车 f(z) 满足 下 列 条 件 : 
(D 存在 M =o RAK RAEN el >R S< iss 
(2) araz, ca, E S) E EEFT ib De bn 是/(<) 


在 实 轴 上 的 单 极点 , 则 | /(zdz 存在 ( 指 在 主 值 意义 下 积分 存在 ， 


亦 可 记 为 P.V . | fco». mi 


| fix) dx = 2ni >)Res[/e) je。] 十 ni > Res[./ (G2 i5]. 
P rer ii 


(5.3. 6) 
证 明 略 . 
定理 5.3.5 若 /) 满足 下 列 条 件 ， 
(D FEE M> 0 与 充分 大 的 及 ,使 当 lz| > RI ISO rs 
(2) 设 ai,as,…sa, 是 fO 在 上 半 平 面 的 极点 ;0 bestt sbn 是 
f(z) 在 实 轴 上 的 单 极点 ; 则 有 


| e™ f(x)dx = 2ni MResLfG)e*:2,] 
k=l 


+ ni), Res[/GOe*;5] (a> 0). (5.3.7) 
i=) 


证 明 略 . 
o 此 处 是 指 积分 
À が : 
P.V. | ronde = lim [ 4 |. 十 上 Le nee 
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9$ 计算 积分 | E ar 


F sinr 1 f sinr 
s m» | LE dz al nx dx 


1 TT er 
Lm | ETUR 
由 (5. 3.7) RA 


| E dr = zi Res[S ;0] — mi, 
所 以 


y. sin て 
8/30 ”计算 积分 了 一 | ex pant 
解 ”由 (5.37) XI 


e” ; e ; 
| ra Fpa yD Rel ] 


zzTDGTD'U 

" 

+ itRes| Án p^] 
e 

*Re[zz YDGTD i 


Š e`! ; e^ 
eT 
_ msin 1 十 re 

2 


ンー を _ mcos 1 
tic EN tx ーー っ 
所 以 


I 


1 
mr pg c SDN 
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"5.3.5. 另 一 些 类 型 积分 举例 
例 31 已 知 泊 松 (Poisson) 积分 公式 [ea = T ,计算 积 


分 f sinCz?)dr, IEEE fij fü. 


v 


解 ERDER /(z) — e。“, 它 是 整 函数 , 取 积分 路 径 如 图 


C = [0,R] U Tr U C, EP 
C; = (ret ;0 Sr <R}, 


Ts= {Re®;0 <0 Xu 


则 有 de "de = 0, 而 
g 
0 一 fe “dz 
一 f "dr ls “dz 一 je "dz 


一 fe dr + IB ydg 一 j- -AF 。 efidr, 


而 
| feaz] -| [roce - Rie^dó| < f e- Fe Rd の 
P, 0 0 
$5-—-. x 
R R fig E "*dpe Ê f e^" tdp 
2 Jo 
= IRO — e^), 


因为 当 尺 一 十 co 时 
・154・ 


| fe del m o, 


| tos (Gr?) — isin (x` ]dr = i4ia =i); 


Ty 
所 以 , 当 R 一 十 时 ， 
Xt Je dr 
= lim|e 
キーJo 
.UH 
即 
所 以 


zl [cos (x?) 一 isin (2?) ]da. 


| (rdz — jm ta jdr = 4 5 


例 32 计算 积分 7 = 


Tir 


EXIT 


-htir 


封闭 围 道 求 复 积分 值 ),r > 0. 
解 ” 先 考虑 被 积 函 数 在 
图 5-5 所 示 的 闭 围 道上 的 积 
分 . 记 
C-C,-C C, C, 
因为 f(z) = e-* 是 整 函 数 ,由 


o= fe “är = fe 
HF 


(5.3.8) 
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| fe aet = 1 fe tma < ent 


Len [ease ere >0 (R-4 o0), 


同样 可 得 当 民 ~ 十 co 时 | fe “ds| > 0, 所 以 有 


l= Vr. 


思考 題 五 
1. AF4 A8 BT ER CO DIST p o RT DL AY RJL EE E E TL E Je FEE X 
的 ? 


- 1 
2. 函数 /(z) = ope y 在 {1 X lel <2) 中 的 罗 朗 级 数 为 


fe--Mg-Mi a< Iz| <2). 


其 中 有 无 穷 多 个 < 的 负 备 项 系数 不 为 零 ,那么 是 否 可 以 说 = 0 是 F(z) 的 本 性 
奇 点 ?为 什么 ? 

3. 请 证 明定 理 5. 1.2 的 推论 1:“z。 是 函数 /(z) Hm CO 级 极点 的 充分 必 
要 条 件 为 =。 ayin ga 级 零点 ”. 


4. 试问 = = 0 是 函数 二 3 


(sin z 


的 仁美 型 的 孤立 奇 点 ? 
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5. 试 举 出 函数 非 孤 立 奇 点 的 例子 . 在 非 孤 立 奇 点 处 ,函数 可 否 展开 成 罗 朗 
级 数 ? 

6. 设 函 数 (Cz) 与 多 z) 分 别 以 z = z 为 加 级 与 4 级 极点 (m,n 之 1), 间 下 
列 三 个 函数 : 

(1) Az) Plz); (2) 9G) + pz); (3) bo 2) 
在 z = zo 点 处 有 什么 性 质 ? 

7. 当 有 Res[/(z);zoj = 二 0 时 ,可 否 断 定 z, 必 是 f(z) 的 可 去 奇 点 或 解析 点 ? 

8. 设 z, 是 P(z) 的 4 级 零点 ,是 Q(z) 的 上 十 1 级 零点 (之 0 整数 ), 由 此 可 


Ki s, 是 / GO この で) 的 单 极点 的 一 般 情况 , 试 写 出 ResL/ z] 的 计算 公式 . 


9. 试 讨论 留 数 定理 与 柯 西 积分 定理 、 柯 西 积分 公式 (包括 高 阶 导 数 的 柯 西 
积分 公式 ) 人 


10. 不 经 计算 能 否 回答 $a -dz =? 


Sands ) 


.函数 /(z) TER ご » <+ co 解析 , 则 由 定义 知 
Res[/(z);oo] 2— C... 
bd C. 是 否 是 /(<) 在 以 原点 为 中 心 的 去 心 邻 域 中 罗 朗 展开 式 的 十 项 
系数 ?为 什么 ?在 什么 情况 下 可 以 是 . 请 举例 说 明 . 
12. 设 /(z) 在 区 上 除 孤 立 奇 点 *e 外 解析 ,试问 可 理 用 孤立 奇 点 oo f ABIR 


-1 来 表示 f(z) 


{z30< |z — z| <+ œ} 中 
在 oo 点 的 留 数 ResC/GO 1:96) — — C 2 
例如 : 计算 Res[es io ], 8E AHERE oo 点 邻 域 (0 过 Je — 1} <+ o) 


内 展开 成 罗 关 级 数 
ee Ro te pilo ede 
(0< lz — 1| <+ œ). 
此 时 —— 的 系数 C.， 一 1 可 香 写 为 
Res[ei;29] = 一 C =- 1. 


理 则 ,如 果 我 们 非 要 把 /(z) = en 在 oo 点 邻 域 {1 < |z| <+ co} 内 展开 罗 关 
级 数 , 青 求 出 C ， 将 十 分 麻烦 . 
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习题 五 
1. 指出 下 列 函数 的 孤立 奇 点 类 别 , 如 果 是 极点 , 写 出 它 是 几 级 极点 ， 


1 1 
1) ze Ty (2) PI 
— ez 
(3) ices, (4) zcos 4, 
z 
Bo 
(5) dai (6) ez; 
2 
e z 
(7) Gy (8) Fai 


2. 求 下 列 函 数 /(z) 在 孤立 奇 点 外 的 留 数 (有限 孤立 奇 点 ): 


Dah (2) tan z; 

ol Tayan (の LES. 1 
(5) sin — (6) zi: 

(7) sin z=: (8) zem; 

(9) ai ao) Lect 


3， 利 用 留 数 定理 计算 下 列 积分 ; 
o» 中 下 =d=, 其 中 C 为 圆周 曲线 |=| = 3. 


テニ ーー ， 2 
o fasea C ANR lz-21= 4; 


i i T 
(3) $ mque の gh jx 
ch zz 1 
(3 中 zt D" $9 Ex zr” 

ー 2 cos (e7*) 
D $d c»: の ERE 


Lefer = に ュ 
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(9) $ cot zdz. 
Isl=8 
4. CD 设 函 数 /(<) 在 简单 闭 曲线 (及 其 内 部 解析 ,在 C 上 不 取 零 值 j, 是 
fe) 在 肉 部 的 唯一 mm > BEAR BS f Ses tnt 
《2) 如 果 S Ce) 在 简单 闭 曲 线 C` 及 其 内 部 除 x。 外 解析 且 在 C 上 不 取 零 值 (sr 


不在 C 上 ),s。 是 f(z) HU mOn > D 级 极点 , 试 求 $550 的 值 . 
J 


5. z 是 函数 SA) 与 户 (z) 的 单 极点 ,证 明 :z。 是 A OSa 的 二 级 极 
点 ,并 导出 用 (z)f2(z) 在 zo 点 处 的 留 数 计算 公式 . 

*6. 判定 = = co 点 是 下 列 函数 的 什么 类 型 奇 点 ,然后 求 出 Res[/(z);o0] 
的 值 . 设 (<) 为 


QO ーー (2) em; 
n zi 
(3) sin 2; (4) PEIUS 
ー 1» 
(5) (ecol. 
z 
"7. 计算 下 列 积分 : 
(z — 1» $ ES 
a) KET 25d (2) IE dn 
ほ |=3 lzl=r>1 
gs 
e PECESUCES 347 
8. 计算 下 列 积分 : 
ed 1 
o f, zt D [cr 
z i 
(3) r Ta gr O< lel D 
<i i 
D J, TF sma © | ori (0 « b « a). 
i ind ー (2z) ! 
9. 证 明 [sin 9d9 = ay 
10. 计算 下 列 积分 : 
V. cd CC 
[en [ Jy (2) f dr (G0. 


x 


9 | GUESGG DU 
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+ 


| ces to AARD. 
11. 计算 下 列 积分 : 


^ossinr | " [Gs Tasin T 
o f, Ee D | aro” 


(3) f Sos bZ dr (a> 0b> 0; 
る 


cos 7 di 
o Gr + ay Ga + が ) 


^ cos ar mo " 
e» f. Gigs (405205 


(a > 0.5 > 0,a 5 b); 


fi sin tr E 
(6) f uay 4p b> 0.7 > 0). 
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第 六 章 保有 角 映 射 


在 第 一 章 , 我 们 曾 把 函数 看 作 是 Z 平面 上 的 一 个 集合 DOE X 
集 ) 変 到 EH E0958 6 C 的 映射 (或 变换 ). 现在 ,我 们 对 在 集合 DD 
上 的 解析 函数 作 进一步 的 研究 .我们 先 从 导数 的 几何 意义 着 手 , 引 出 
保 角 映射 的 概念 ,然后 讨论 一 些 初等 函数 所 确定 的 保 角 映射 ,特别 着 
重 讨论 分 式 线性 映射 . 

保 角 映 射 理论 在 热力 学 、 电 学 与 流体 力学 中 有 许多 重要 的 应 用 ， 
在 数学 的 一 些 分 支 中 也 有 应 用 ,如 解 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问 题 等 .有 
时 可 以 利用 解析 函数 , 把 一 个 给 定 区 域 保 角 地 映射 为 一 个 简单 区 域 
(例如 单位 圆 域 ), 这 时 原来 区 域 的 边界 条 件 就 转化 为 简单 区 域 上 的 
边界 条 件 , 因 而 可 以 在 该 简单 区 域 上 求 出 新 的 边 值 问题 的 解 , 再 利用 
逆 映 射 就 可 得 到 原 区 域 上 边 值 问题 的 解 . 


S6.1 保 角 映射 的 概念 


6.1.1 导数 的 几何 意义 


HRK w= f(z) 在 区 域 DD 中 解析 , 且 P G0 050,2, € D. 考察 
(zo) 的 几何 意义 可 以 从 它 的 模 与 辐 角 着 手 . 
先 考虑 导数 P CO. 的 模 的 几何 意义 . 
假设 在 映射 w = f(z) F.D 内 的 点 MO 与 它 的 邻近 点 
(es。 + Az) 分 别 对 应 于 值 域 C 中 的 点 Mi(wo) 与 点 Ni(wo 十 
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N (w, +Aw) 


/ G 


Aw) HE 6-1) ,由 于 
lim | lim EI = peo. LD 
于 是 , 当 | MN | 充分 小 时 
| MSN, | ~ |P (2)1| MR|. 
这 表明 映射 w — f(z) 将 点 x 处 很 短 的 线段 伸缩 了 | CO] 倍 ,我 
们 称 LÁ Gao | 为 映射 w = f(z) 在 点 z 的 伸缩 率 . 
现在 再 来 考察 导数 辐 角 的 几何 意义 . 
过 点 M E D 内 任 取 一 条 具有 切线 的 曲线 Ci. 在 w= f(z) 映射 
下 ,Ci 变 为 区 域 C 中 过 M, Bi DN SC, ES MADE, 
Ni 是 N 在 G 中 的 象 点 , 则 由 复数 性 质 得 
Arg Aw — Arg Az — Arg xL 


HHR C, 在 M 点 的 切线 与 Or SIRE 5] 3e f8 29 0, C, D S i TP, 
在 M, 点 的 切线 与 Ox 轴 正 向 夹 角 为 4 W4 N iE CL F M bui 
EF P GO 75 0, 就 得 到 
A — 0, = Arg f' (z), 
或 
A = 0, + Arg f (z). (6.1.2) 
这 表明 , 曲线 C E M 处 的 切线 如 果 旋 转 一 个 角度 Arg 
FG 8k 55 Ul AR D, 在 点 M 处 的 切线 平行 ,我 们 称 Arg P Gu) 为 
映 射 ニア ) 在 点 ze 的 旋转 角 . 
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如 果 过 点 MM(zo) 再 作 一 条 曲线 C。,C。 在 点 MM 处 的 切线 与 Oz 轴 
正 向 夹 角 为 9,, 它 的 象 曲 线 T EM. Go B SD. XE M Go) 的 切线 与 
Ou 轴 正 向 夹 角 为 pp( 见 图 6-2), 则 同样 有 

R — 0, = Arg f (zo). 


4—606,7$—6, 


即 
pp— n= 0,— 0,. (6.1.3) 
因为 0. 一 0, 是 曲线 C, 与 曲线 C。 的 夹 角 ( 按 逆 时 针 方 向 旋转 )， 
み — 9 d& Sil AD, 与 也 :的 夹 角 ,所 以 (6.1. 3) 式 表 明 经 过 映射 也 一 
f(z) 后 ,两 曲线 的 夹 角 保持 不 变 , 也 就 是 在 导数 不 为 零 的 点 ,映射 使 
过 该 点 的 任意 两 条 连续 曲线 间 的 夹 角 大 小 与 方向 保持 不 变 , 这 就 是 
映射 的 保 角 性 . 


6.1.2 保 角 映射 的 概念 及 几 个 一 般 性 定理 


定义 6.1.1 设 f(z) 是 区 域 DD 到 区 域 G 的 双 射 (既是 单 射 又 是 
满 射 )( 见 定义 2.1.2), 且 在 D 内 的 每 一 点 都 具有 保 角 性 质 , DUI ER 
f(z) 是 区 域 D 到 区 域 G 的 保 角 映射 ,也 称 为 保 角 变 换 或 者 共 形 映 
射 .如果 对 于 区 域 D 内 任意 一 点 ,存在 一 个 邻 域 使 /(z) 在 这 个 邻 域 
内 映射 是 保 角 的 , 则 称 f(z) 是 D 内 的 局 部 保 角 映射 . 
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下 面 两 个 定理 超出 本 教材 的 范围 ,我 们 只 作 叙 述 而 不 给 证 明 . 

定理 6.1.1 函数 jz) 是 区 域 D 内 的 局 部 保 角 映 射 , 当 且 仅 当 
f(z) 在 D 内 解析 , 且 f GO 0. 

定理 6.1.2 设 /(z) 是 区 域 DD 内 的 解析 单 射 , 则 对 于 任意 z E 
D,f'(z) x 0. 

由 导数 的 几何 意义 ,我 们 得 到 以 下 结论 . 

定理 6.1.3 f(x) 是 区 域 D 到 区 域 G 的 保 角 映 射 , 当 且 仅 当 
f(z) 是 局 到 的 解析 双 射 . 

如 果 f(z) 是 区 域 D 到 区 域 D; 的 保 角 映射 , 则 其 反 函 数 是 D, 到 
D, 的 保 角 映射 .如果 了 是 D, 到 D, 的 保 角 映 射 ,g 是 D, 到 D, 的 保 角 
映射 , 则 复合 函数 gS 是 D, 到 D; 的 保 角 映射 . 

本 书 着 重 讨论 具体 的 保 角 映射 ,为 了 说 明 其 合理 性 ,我 们 在 此 介 
绍 两 个 关于 保 角 映 射 的 一 般 性 定理 . 由 于 它们 的 证 明 需 要 许多 复 分 
析 中 的 专门 知识 ,在 此 我 们 只 作 氢 述 而 不 给 证 明 . 

定理 6.1.4 HERKES ” 设 D 和 G 是 两 个 不 同 于 复 平 面 6 
的 单 连通 区 域 (或 者 说 边界 多 于 一 点 的 单 连通 区 域 ), 任 取 z € D, 
w € G,a € (> x,r]j, 则 存在 唯一 从 也 到 G 的 保 角 映射 ww = f(z) 
使 得 w。 = f(z,),argf' (zo) = a. 

定理 6.1.5 边界 对 应 原理 设 简 单 闭 曲 线 矿 和 六 围 成 的 区 
RA DA D, W DAD 的 保 角 映 射 w = f(z) 可 以 延 拓 为 DUT 
到 D' U I" 的 连续 双 射 , 且 (>) 将 本 的 正 向 映 为 的 正 向 . 

定理 6. 1. 5 对 于 边界 是 简单 曲线 的 无 界 区 域 也 是 成 立 的 . 

例 1 区 域 4= {z;(Re z)(Im 2) LRez0,Imz7 0) 在 
函数 = 2^ 映射 下 的 象 区 域 是 什么 ? 

解法 一 。 因为 9 = 2< 关 0(z € 4), 所 以 ww 一 <* 是 保 角 映 射 

先 求 区 域 4 的 边界 xy = 1 的 象 曲线 . 设 

z =x +iy;w =u +iv = (ri+iy) = r’ — y+i2ry, 

则 u(x,y)— T? — y, ulr,y) = 2ry, 
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所 以 zy = 1 映 为 v = 2, AER A 中 任意 一 点 的 位置 . 
W z = 2 + 2i € A,z? 二 8i( 如 图 6-3), 因 此 A 的 象 区 域 古 だ = 
(1:6 ;Imw > 2). 


ld 


解法 二 ”由 于 Z 平 面 上 的 区 域 4 又 可 表示 为 4 = (zx 十 iylzy 
> 1,x>0,y>0}, 所 以 由 v= 2zy 2 2 8E A HRK AW P 
面 上 区 域 {u 十 iv;v 之 2). 


§ 6.2 若干 初等 函数 所 确定 的 映射 


保 角 映射 常常 是 由 某 些 初等 映射 与 其 他 一 些 映射 复合 而 成 ,我 
们 曾 在 第 二 章 中 简单 地 讨论 过 初等 函数 的 一 些 映 射 关 系 , 这 里 我 们 
将 对 初等 函数 所 确定 的 映射 进行 进一步 的 深入 研究 ,同时 还 着 重 两 
类 问题 的 讨论 . 其 一 是 由 已 知 区 域 通过 某 个 已 知 初等 映射 去 确定 其 
象 区 域 ; 其 二 是 寻求 一 个 初等 保 角 映 射 ,把 一 个 已 知 的 单 连通 区 域 映 
射 为 男 一 个 已 知 的 象 区 域 . 


6.2.1 整 线性 映射 


w= 二 az 十 b (a,b 为 常数 ,a = k e“ Æ 0). (6.2.1) 


dw 


由 于 了 二 4 去 0, 于 是 映射 在 复 平面 上 是 保 角 的 .为 了 说 明 它 的 
几何 意义 ,我 们 先 考 虑 一 些 特殊 情况 : 
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(w=kz (R0 
引用 极 坐标 > = re” w = pe*, 18 
p= kr, — ð. 

jk 3 Bj] Ze IB w — kz Je A hA aR F 
不 变 , 模 放 大 (缩小 ) T. k. 如 果 将 W 
平面 与 Z 平 面 重 合 ,使 和 yy 轴 与 4 和 vw 
轴 相 重合 ,可 以 看 到 w — kz 确定 了 一 个 
以 原点 为 中 心 的 伸缩 , 称 为 相似 映射 , 
为 相似 系数 (如 图 6-4). 

(2) w = e"z 

引用 极 坐 标 , 得 

pr, 9—60-4 a. 

这 表明 经 映射 w = e"z 后 ,点 z 所 对 应 
的 向 量 绕 原点 旋转 了 一 个 角度 a, 这 种 
映射 称 为 旋转 映射 (如 图 6-5). 

(3)w=z+b 

(6 = B, + igi B. b 为 实数 ) 

4z-—zrciyw-uc-divfü 

u—zrctfv-—ytf, 
则 映射 w = z 十 称 为 平移 映射 (如 图 
6-6). 所 以 ,映射 ww = az 十 6 是 上 述 三 
种 映射 的 复合 映射 . 

可 见 , 整 线性 映射 在 整个 复 平面 上 


是 处 处 保 角 且 一 一 对 应 的 , 且 由 于 映射 把 Z 平面 上 的 圆周 映 为 风 平 


面 上 的 圆周 ,因此 具有 保 圆 性 . 
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6.2.2 ”倒数 映射 


起 三 竺 (6.2.2) 
X 


由 于 T6 = 一 点 , 故 知 映射 zw 一 二 除去 原点 与 = oo 点 外 在 复 
平面 上 处 处 保 角 . 

关于 在 2 二 0 与 二 co 点 的 保 角 性 ,我 
们 作 如 下 规定 : 两 条 直线 在 无 穷 远 点 的 夹 
角 , 定 义 为 这 两 条 直线 相交 在 有 限 点 (一 般 
可 视 为 原点 ) 处 的 夹 角 的 负 值 . 如 图 6-7 中 
直线 1 与 【在 原点 处 的 夹 角 为 8, 则 定义 
它们 在 oo 点 的 交角 a ニー p, 于 是 映射 
w= L z= 0e = co 也 是 保 角 的 .( 证 
明 略 ) 

为 了 进一步 讨论 映射 w = 十, 我 们 先 来 介绍 关于 圆周 曲线 对 称 
点 的 定义 . 

定义 6.2.1 WC 是 以 原点 为 中 心 .R 为 半径 的 圆周 曲线 C ,在 
以 圆心 为 起 点 的 一 条 射线 上 ,如果 有 两 点 已 与 P' 满足 关系 式 

OP。OP' = R:， 

则 称 已 和 忆 两 点 关于 圆周 C; |z| = R ERRO. 

事实 上 ,因为 OP'T  AOTP, 所 以 OP' :07 = OT :OP， 
即 有 OP - OP' = OT? = Rè, 

把 直线 看 成 是 半径 为 无 穷 大 的 圆周 时 ,关于 直线 对 称 的 点 即 为 


O PECIA P ERTEBUS C 的 切线 PT, 交 圆 于 了 ;再 由 切 点 T 作 OP HER 
TP XOP F PRRP 5 P' X-F C 是 互 为 对 称 的 点 ( 若 尸 点 在 C 内 ,应 如 何 作出 P'? 请 
读者 自己 考虑 ). 见 图 6-8. 
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通常 意义 下 的 对 称 点 . 我 们 还 规定 ,无 穷 远 点 与 圆心 O 互 为 对 称 点 . 
下 面 继续 讨论 映射 w= 二 , 它 可 以 分 解 为 下 面 两 个 映射 的 复合 
映射 


= 


w ==, w=wW. 
z 


前 者 是 关于 单位 圆周 的 对 称 映射 ,后 者 是 关于 实 轴 的 对 称 映射 . 


图 6-8 图 6-9 
PRE Bz =r < Dw = t = ew = Lev, 
由 此 可 见 ,= 与 zw 是 关于 |z| = 1 互相 对 称 的 ,ao o EXE T SCC 
相对 称 的 ,因此 要 由 = 点 作出 它 的 象 点 to = 十, 应 先 作出 关于 |z| 一 1 
的 对 称 点 ww, 然后 再 作出 zw 关于 实 轴 的 对 称 点 (如 图 6-9). 


显然 ,在 映射 加 一 士 下 ,|z| = 1 外 的 一 点 am = RCR > 1)， 对 


应 ol = 1 内 的 一 点 wu = e ”而 点 岂 一 0 在 2 平面 上 显然 没有 
任何 有 限 点 与 之 对 应 . 当 充分 大 時 ,|<| 及 外 的 点 的 象 点 都 落 在 
以 ww = 0 为 中 心 的 充分 小 邻 域内 ,所 以 我 们 称 在 映射 w = 十 下 与 


w = 0 相对 应 的 原 象 点 为 = — co. 同样 , 它 的 逆 映 射 == Lue = 0 的 


て の $ 
ERAH w= oo ERN w — E 在 扩充 复 平面 上 也 是 一 一 对 应 的 . 
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我 们 再 进一步 讨论 映射 w — 上 的 保 較 性 


PR PE 


3 1 x A y 
g 十 zd ZIF 1 コキア" 


E y 
u Ey v FESTU : (6.2.3) 
或 
. u v 
FO タッ "aw (6. 2. 4) 


易 知 , 喘 射 — LZ Xil EM IESEINALRIE: 
r-—C5 y-C (C, # 0,C, # 0) 
喘 为 W 平面 上 的 正 交 圆周 族 ( 如 图 6-100: 
Ge v) —u-0, CG 4 v) 3 v — 0. 


图 6-10 
类 似 地 ,可 知 W 平面 上 的 正 交 直 线 网 : 
w=h, v=k, (Qux 04 #0) 
在 2 平面 上 的 原 象 是 正 交 的 圆周 族 : 
EG 十 y) r=, kr 二 +y)++y=0. 
若 把 直线 与 圆 统称 为 广义 圆 , 则 Z 平面 上 的 广义 圆 
Al +y) + Bx -Cy -D—0 (6.2.5) 
(其 中 4,B,C,D 是 实数 ;A,B,C 不 同时 为 零 , 且 当 A 关 0 时 ,B* 十 C* 
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ー 4AD > 0) 经 映射 w 一 士 后 , 变 为 W 平面 上 的 广义 加 
Du? 4 v?) + Bu—Cv+ A=0. . (6.2.6) 
(6.2.5) 式 中 A 关 0 时 ,是 通常 意义 下 的 圆周 曲线 ;4 = 0 H 
B C 天 0 时 ,表示 一 条 直线 . 
此 外 ,映射 = E 还 具有 保 对 称 性 , 即 它 把 Z 平面 上 关于 广义 


圆周 C 的 两 个 对 称 点 映 为 W 平面 上 关于 圆周 C'(C 的 象 曲线 ) 的 两 
个 对 称 点 ,在 此 我 们 不 作 详细 的 验证 . 


6.2.3 FARKI 


りー タッ (过 2 自然 数 ). (6.2. 7) 
Hi SAEC w = x" 在 Z 平 面 上 是 处 处 可 导 的 ,而 且 除 去 原点 外 导 
数 不 为 零 , 因 此 在 Z 平 面 上 除去 原点 z — 0 外 ,由 ww — x" 所 构成 的 映 
射 是 处 处 保 角 的 . 
$ z= re”,w = pe”, 那 末 
pr, p= nb. 
因 面 , 在 ゅ ニッ ' 映 射 下 ,Z 平 面 上 的 彫 |z| — rA W SE (f 1-69 0 
lw| =r" RR AAAA |z| = 1 映射 成 单位 圆周 |w| = 1). 由 Z 平 
面 上 原点 出 发 的 射线 0 = 0, 映射 成 WW 平面 上 由 原点 出 发 的 射线 
p= nbs, EXGH 0 = 0 映 为 正 实 轴 9 二 0; 顶 点 在 原点 < 二 0 处 的 角 域 


D = (で の 0 テニ 05,0 < 0 < 8o) (O < 到) 映射 成 顶点 在 原点 


w = 0 处 的 角 域 D' = {(p,9);0 p< 十 eo,0 « e — n0,). Bill n] 
见 , 在 zx 三 0 处 的 角 域 ,其 张 角 经 映射 w = z^ 后 増 大 到 ヵ 倍 , 角 域 


D= {0,00 <r <+ oo, — 7 0 ) 映射 为 沿 负 实 轴 前 开 

的 平面 の = ((o,9);0 po oo, —n xi( 如 困 6-11); 

0 = T 映射 成 网 平面 负 实 轴 的 下 岸 一 一 0 — T RLW E 
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面 负 实 轴 的 上 岸 p = xD 5j D' 在 映射 w = z 中 是 一 一 对 应 的 . 


图 6-11 

根 式 函数 是 寡 函 数 的 着 映射 . 设 > = re^, 根 式 函数 为 w = 

Yz , 由 第 一 章 (1.2.12) RA 
YT mctu (k—0,,2,n—1. (6.2.8) 
一 般 来 说 , 它 是 多 值 的 . 如果 取 定 一 * ご 9 ご x。 那 未 対 隆 毎 條 固 
定 的 上 ,上 述 函 数 所 确定 的 映射 是 一 一 对 应 的 ,此 时 由 (6. 2. 8) 式 所 
确定 的 函数 是 单 值 的 ,k 的 不 同 值 对 应 着 w= V z 的 不 同 单 值 分 
支 :* = 0 的 那 一 个 单 值 分 支 称 为 %z 的 主 支 , 它 把 Z 平面 上 以 原点 


为 角 点 的 角 域 缩小 工 . 


6.2.4 指数 函数 与 对 数 函 数 映射 


w= e (6. 2. 9) 
称 为 指数 映射 . hFE — e 60, A w — e R H ELE ET 
是 局 部 保 角 映射 . 
4z-—r-Fiy, w= œ, Wh w = e 18 
pe? = etti* = et e e”, 


于 是 


p—e. の ニッ 
因而 ,2 平面 上 平行 于 虚 轴 的 直线 x — zo 映射 为 W 平面 上 的 圆周 
Iw | = ee ,而 平行 于 实 轴 的 直线 y = y, 映射 成 自 原点 出 发 . 辐 角 9 一 
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y BOSE AR D = {z;0 二 Im < ご (ご 212) 映射 成 角 域 D' = (w; 
0 ぐ arg w< a) EIER D = (2; — x «Im z « x) 映射 成 沿 负 
实 轴 剪 开 的 W 平面 (图 6-12, 图 6-13). 显然 ,在 这 种 情况 下 ,映射 是 
一 一 对 应 的 . 


» (2 
0<o<2 ァ ` 


图 6-13 
指数 映射 是 把 Z 平面 上 的 水 平 带 域 映 为 W 平面 上 的 角 域 . 
例 2 在 映射 w= e£ F, Aa D — (za Rez <b) 映 
射 成 什么 区 域 ? 
解 ” 整 线性 映射 w= L6 一 a) 是 由 以 下 三 个 映射 复合 而 
成 : 
wi 二 z 一 a (平移 映射 ); 
w 二 二 zw (伸缩 映射 ); 
ws 一 iw。 (旋转 映射 ); 
woes (指数 映 射 ). 


所 以 ,mw = xz 一 a 将 Z 平 面 上 带 域 DD == {z;a < Rez < 538 
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6-14 1) 映射 为 WV, 平面 上 帯域 D, = {w;0 Rew, <b — a) Anl 


(6-14 (2) ;ws = pw, H W, PELAR D, 映射 为 Ws 平面 上 的 
带 域 D, = {ws;0 < Re w, < x) ,如 图 6-14(3) iw; = iw:4 W, 平面 
上 的 带 域 D. 映射 为 W; 平 面 上 的 带 域 D. = (wi0 ご Im w< x) fn 
图 6-14(4);w = e"s 将 Ws 平面 上 的 带 域 D; 映 射 到 W 平面 的 上 半 平 
面 . 如 图 6-14(5). 所 以 ,最 终 复合 函数 w = eso 是 将 带 域 D = 
(z;a < Rez < b) 映射 为 上 半 平 面 {w;Im w > 0). 


图 6-14 ”边界 应 为 虚线 
因为 函数 w = e 并 不 是 Z 平 面 到 W 平面 的 互 为 单 值 对 应 的 映 
HEN wR w= 0 5 w — oo 外 ) 都 对 应 着 无 穷 多 个 点 <, 由 第 二 
章 (2. 5. 3) 式 可 知 
z = Lnw = In |w| + iArg w = ln |w| + iarg w + 2kri 
(k=0, +1, +2“). 
EIE, SEfl w — et JE PEER H 23 B8 (ELO LA] W 平面 上 
去 ,只 要 将 Z 平 面 划分 为 带 域 ( 如 图 6-15) 
(2k — Dn < y < (2k + Dx k=0, +1, £2), 
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图 6-15 ”边界 应 为 虚线 

则 任意 带 域 皆 被 互 为 单 值 地 映射 到 沿 负 实 轴 有 裂缝 的 W 平面 .实际 
上 ,任何 宽度 为 Zr 的 平面 上 的 帯 形 域 : 

2kr + as < y < 2k + 1r + a (k -=0, 1, 02,72 
与 W 平 面 有 裂缝 {w;argw — a) C7 m — a, 70 HEKRA w= e 
的 双 向 映 射 . 

対数 函数 基 指 数 函数 的 逆 映 射 . 

itz-re", 

w = Lnz = In|z| 十 iargz + 2£ri (一 0, 士 1, 士 2,…)， 

(6. 2.10) 

如果 取 定 一 x 二 09 二", 那么 对 于 每 个 固定 的 &, 上 述 函 数 是 单 值 的 . 
不 同 的 & 值 对 应 着 w = Lnz 的 不 同 分 支 ,k — 0 的 那个 分 支 w = Inz 
称 为 对 数 主 支 , 它 把 Z 平面 上 的 角 域 映 为 W 平面 上 的 水 平 带 域 . 


$63 分 式 线性 映射 


“在 保 角 映 射 中 ,分 式 线性 映射 是 一 个 十 分 重要 而 又 有 用 的 映射 . 
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6.3.1 分 式 线性 映射 


wh (ad — bc s 0) (6.3. D) 
H c= 0,d 关 0 时 是 整 线性 映射 ; 当 c — 5 — 1,a — d = 一 0 时 是 倒数 
映射 . 
这 里 假设 ad 一 bc #0 是 必要 的 ,因为 如 果 ad 一 bc = 0, 就 有 
j az の 、, ad — bc az cb, 


& 


cz +d (cz 十 d)? Mid cz 十 4 EAW. 


从 (6. 3. 10 式 解 出 =, 得 到 这 个 映射 的 逆 映 射 ; 


z-l49t5 ad 59. (6.3.2) 


cw —a 
显然 ,这 也 是 一 个 分 式 线性 映射 . 
由 (6. 3. 1),(6. 3. 2) 式 知 ,= 一 一 P AERE AG = 0; 点 也 一 z 


对 应 于 = ox ニー C MB w= cose 一 0 映射 为 ww 一 考 , 所 以 
分 式 线性 映射 (6. 3. D 式 将 扩充 的 Z 平面 保 角 地 映 为 扩充 的 W E 


面 , 且 是 一 一 对 应 的 . 
如 果 把 (6. 3. 1) 式 改 写成 
a bc—ad 1 
r ec wd (6. 3. 3) 
则 该 映射 可 以 看 成 是 
w=cz +d, w 1 ， w, & abe ad 
w c c 


的 复合 映射 ,其 中 w 与 w; 均 为 整 线性 映射 .w, 是 倒数 映射 ,由 § 6. 2 
讨论 知 ,它们 在 扩充 的 复 平面 上 是 双向 保 角 映 射 , 且 将 广义 圆 映 射 为 
广义 圆 . 因此 ,分 式 线性 映射 也 是 双向 保 角 映射 , 且 具 有 保 圆 性 . 
经 分 式 线性 映射 后 , 如 果 对 于 给 定 的 圆周 (或 直线 ) 上 的 所 有 
点 , 都 不 映射 为 oo, 那 末 该 圆周 (或 直线 ) 将 被 映射 成 半径 为 有 限 的 
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B. 如 果 其 上 有 一 个 点 映射 成 oo 点 , 则 该 圆 (或 直线 ) 必 映 射 成 一 条 
直线 . 

同样 ,分 式 线性 映射 对 于 广义 圆 还 具有 保 对 称 性 . 也 就 是 说 ,如 
RA = 和 zx: 关于 广义 圆 卫 对 称 , 则 在 分 式 线性 映射 下 ,z; 和 z。 的 象 
点 w 和 w AFT RHR D' 也 是 对 称 的 . 


6.3.2 三 对 点 的 对 应 唯一 确定 一 个 分 式 线性 映射 
az +b 


分 式 线性 映射 w = ZE ad — bes 0) hatc EDA 


不 为 零 , 用 它 来 除 分 子 和 分 母 , 可 将 分 式 中 的 四 个 常数 化 为 三 个 常 
数 , 即 (6.3.1) 式 实际 上 只 有 三 个 独立 的 常数 ,因此 ,我 们 亦 有 一 般 
X: 


(6. 3. 4) 
或 


或 


w == (a = 0), 


k 
xz 一 有 
其 中 ,a,B,a,b 为 常数 ;k A 0,a 关 0. 
定理 6.3.1 在 Z 平 面 和 W 平面 上 各 任意 给 定 三 个 相 异 的 点 
2i 2542, 和 wi ,tw2,ws，, 则 存在 唯一 的 分 式 线性 映射 ,将 zi(k = 1,2， 


3) 依次 映射 为 wi(k = 1,2,3). 


x z _ gz +b Ra 
证 明 Bw Cad 一 bc Æ 0), 则 对 于 
_ azı +b と 
w= n Fd (k = 1,2,3) 


(z — z.) (ad — bc) 
(cz + d) ez, +d) 


(k = 1,2), 
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(zs 一 zi) (ad 一 bc) 
(cz; + d) ez, + d) 


(k= 1,2). 
由 此 得 


lU WQ 1,— W, z—z(,2,;— 2; 


(6.3.5) 


w W て の 3 w z Z2 Z3 之 1 

由 (6. 3.5) 式 确定 的 函数 就 是 所 求 的 分 式 线性 映射 , 它 是 唯一 存在 
的 . 

当 在 扩充 的 复 平 面 上 考虑 时 , 若 sz(& = 1,2,3) 中 有 一 点 是 co 
点 (只 可 能 有 一 点 ), 它 对 应 于 W 平 面 上 的 某 点 wi( 也 可 以 是 品 点 )， 
则 此 时 (6. 3. 5) 式 可 简化 . 

例如 ,zs = co 对 应 于 wzi 对 应 于 ww = co,(6. 3. 5) 式 可 简化 为 

Ws w ター る 
w — uw; £3 一 £j 

这 由 在 (6. 3. 5) 式 左 辺 対 含有 w 的 因子 相约 ,右边 对 含有 z: 的 因子 
相约 而 得 ,其 余 情况 亦 可 类 推 . 

由 于 分 式 线性 映射 把 广义 圆 映 射 成 广义 圆 , 因 此 要 寻求 两 个 边 
界 为 广义 圆 的 单 连通 区 域 之 间 的 保 角 映射 ,只 需 在 这 两 个 已 知 广义 
圆周 上 分 别 取 定 三 个 不 同 点 的 对 应 ( 且 按 边界 对 应 原理 选取 ), 则 由 
定理 6. 3. 1 就 可 唯一 地 确定 一 个 分 式 线性 映射 , 它 即 是 该 两 区 域 之 
间 的 映射 . 

例 3 试 求 将 Z 平面 上 三 个 点 1, 一 i,i 分 别 映 为 W 平 面 上 三 个 
A l, 一 1,0 的 分 式 线性 映射 . 

解法 一 由 (6.3.4) 式 可 得 

w—1 0 土 1 一 1 i 十 i 
w 十 1 0 一 1 z+#i i-l’ 


解 之 得 
c DG-—i) 
d= 30z + (+ 3D' 


w 一 


EX GXCIHRUD A e= 15 S Rape = oou H 
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LAS = 1, 即 在 圆周 <| — 1 EA ABRA W 平面 上 的 o 


点 ,这 意味 着 过 点 1,i, 一 i 的 圆 {z;|z| = 1) 被 映射 为 W 平 面 上 过 点 


1,0, — 1 的 直线 ( 即 为 实 轴 );z 一 0 映射 为 ww 一 一 二 一 过 ,属于 W 


平面 的 下 半 平 面 . 所 以 ,所 求 分 式 线性 映射 将 Z 平 面 上 的 单位 圆 内 部 
{z; |z| < 1) 映射 为 W 平面 的 下 半 平 面 区域 {w;Imw < 0), 见 图 
6-16. 

也 可 以 用 边界 上 点 的 走向 来 确定 象 区 域 . 


图 6-16 


解法 二 8063.0 式 ,w =k i-e 是 待定 常数 ， 


z 


由 巳 知 条件 <ーiーー0, 有 ci, 4 三 三 5， 又 因为 


z 


zc ]leuw:-l,z iew 1, 有 
Ed! —i-—i 
1 一 , 1 ォ ー ニ ュー が 
即 
k1—D0-—-1-—g8 
2ki —— (i + B». 
解 之 得 
artea _ 1 十 i 
ーー イペ ーー 
所 以 有 


> M85 


14i z—i 


i ,1-ct3' 
1 ュー3i 

例 4 中心 分 别 在 = 一 ] 与 == 一 1、 半径 为 VZ 的 两 圆 弧 C, 和 
C, 围 成 区 域 D ist E BAM w= ニー FORK D 是 什么 ? 

解 ”从 几何 上 判断 出 两 圆 役 C, 与 C 在 点 = 一 i 与 点 = 一 一 i 处 
正 交 ,在 映射 ww T 下 ,点 = 一 一 i 映 为 w 一 co; 点 = = i N 
w = 0. 因 此 ,过 = = i OPTEIN C, 与 ;分别 映 射 为 过 原点 ww 一 0 
的 半 射线 ,其 交角 为 亡 , 亦 即 所 给 区 域 D 被 映射 为 以 原点 为 顶点 , 张 
MAF 的 角 域 

为 确定 角 域 的 位 置 , 考 察 团 弧 C, 与 正 实 轴 的 交点 < 一 VE 一 1 


在 映射 w を 一: 下 的 象 点 位 置 ， 
u 42 一 1 ユーi (Y2—1-—i? 1 V2 04i) 
42 一 1+i (/2—D'«-1 2— 42 ` 
显然 , 它 在 第 三 象限 的 分 角 线 CO 上 ;再 由 边界 对 应 原理 知 , 圆 弧 C。 


被 映射 为 第 二 象限 的 分 角 线 C: (如 图 6-17). 图 中 C, 与 C ,为 边界 、 
顶 角 为 的 角 域 即 为 D 的 象 区 域 万 . 


[o1 


z 


ン 


图 6-17 
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6.3.3 两 个 重要 的 分 式 线性 映射 


CD 将 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 内 部 的 分 式 线性 映射 

将 上 半 平 面 {z;Im z> 0) 映射 成 {w;|w| 二 1), 且 将 上 半 平 面 
内 的 一 点 z E {zx;Im z > 0) 映射 成 单位 圆 圆心 w= 0 的 分 式 线性 
映射 的 一 般 形式 为 


wz — Zo 


(6. 3. 6) 


w=e ’ 
= 0 


其 中 9 为 实数 ,Im zs > 0( 图 6-18). 


图 6-18 


HRE (6.3.4 5 w — k 


z£—a 


zl 万 ,并 由 题 意 " = zo H w= k 


EQ BOB zo FÈ zo 关于 实 轴 的 对 称 点 ,经 保 角 映射 后 , 它 具 有 保 对 
称 性 ,而 zw = 0 关于 单位 圆周 |w| = 1 的 对 称 点 为 ww = co 点 ,所 以 
B — zw — RIT RREA = cXDRT |w| — 1 上 的 点 ， 


—z 
所 以 


ュー lw] = ZZE] = qa 长 三 到 el, 
妈 
k=e” (2 为 实数 ). 
于 是 
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i X Zo 
w = e" —. 
£z — Ze 


Bis 求 把 角 域 D 二 (=;0 < arg z < T) 映射 为 单位 圆 内 部 


lw| < 1 的 保 角 映 射 
解 BERRIRA: W = zx' 将 x 平面 上 的 区 域 D = 


0 «arg z < T) 映射 成 W, 平 面 的 上 半 平 面 D, = {wisIm w > 0}; 


再 由 (6. 3. 60 式 可 知 : we ECLKW, 平面 上 区 域 D, 映射 为 W 平 
面 上 的 単位 較 内 部 (es lol < .将 这 两 个 映射 复合 ,得 
z!—i 
Cz d 


即 有 平面 上 的 角 域 映 涼平 面 的 単位 岡内 部 的 一 介 保 角 映 射 , 如 
6-19( 注 意 ,这 里 并 没 要 求 是 唯一 的 ). 


图 6-19 
(2) 将 单位 圆 内 部 映射 成 单位 圆 内 部 的 分 式 线性 映射 
将 Z 平 面 上 单位 圆 内 部 {zx;1z| 二 1) 映射 为 多 平面 上 的 单位 图 
WRB w: lwl] 二 1), 且 将 fz;|z| <1) 内 一 点 z — zo 映射 为 {(w;|w| 
1) 内 的 圆心 w = 0 的 分 式 线性 映射 的 一 般 形式 为 


wei, (6.3. 7) 
Zo 
其 中 60 为 实数 ,z, € (sils| 二 1}( 图 6-20). 

事实 上 ,因为 s。 被 映 射 成 二 0, 所 以 zo 关于 |z| = 1 的 対称 点 
L 被 映射 为 也 — oc. 由 (6. 3.4) 式 , 所 求 分 式 线性 映射 具有 


Zo 
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图 6-20 


Te ー を 々 一 を ダー: を 

w=k 2 = kzo - k' - 
OROS A zoz—1] 1 一 zoz 
z PR 


的 形式 ,其 中 心 = 一 kze. 由 题 意 知 , 单 位 圆周 |z| — 1 映射 为 单位 加 
周 w| = 1, 而 当 |z| = 1 时 , 即 = — d. 


z— z | |1 一 oz 24 
1 一 sez| |l—zz| ^" 
因为 (1 一 zoz) = 1 -zoz, 所 以 z € {zi|z| 一 1) 时 ， 
三 二 
17 lwl = M ELE ls 


所 以 が = e^ (0 为 实数 ) , 故 所 求 映射 的 一 般 形 式 是 
の ーー きゃ TE 
1 一 zz 


其 中 0 为 实数 ,zoE {z;|z| c1. 


$64 as 9 


例 6 求 把 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 内 部 , 且 使 w(i) = 0 与 
arg w' (i) = 0 的 分 式 线 性 映射 . 
解 ”由 (6.3.6) 式 知 z = iz, —— i BEDA 
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再 由 题 设 
イロ W/Z iy の 9 2i l'en 
WM eX RP deri WERDE URS 
arg w'(i) — 0, 


即 9 一 テー0: 所 以 9 ニテ TR 
.z—i 
w= i z F Ü 
由 黎 曼 存在 定理 知 , 该 映射 是 唯一 的 . 
例 7 试 求 一 保 角 映射 ,将 区 域 D = (z;|z| ご 1,Im z> 0) Bk 
射 成 {w;Imw 2 0). 


解 ” 先 由 映射 w — ZEH 将 区 域 吃 映 为 Wi 平面 上 顶点 在 原 


点 的 角 域 , 它 将 z 一 一 1 与 = — 1 分 别 映 为 w, = 0 与 wi = co; 将 上 
半 贺 周 48 与 线段 48 分 别 映 为 自 原点 出 发 的 两 条 半 射线 ,其 张 角 为 
子 . 为 了 确定 角 域 的 位 置 ,不 妨 在 线段 4B 上 取 = = 0, 它 在 W， 平面 


上 的 象 点 为 w 一 一 1, 所 以 线段 AB 的 象 曲线 是 W, 平面 上 的 负 实 
轴 . 由 边界 对 应 原理 知 ,上 半 单 位 圆 内 部 区 域 D 在 AB 线段 左边 ,由 
保 角 性 知 ,映射 w = 2 48 Z 平面 上 的 区 域 刀 映 为 平面 上 的 
第 三 象限 D (如 图 6-21), 再 利用 也 = wi dE W, 平面 区 域 D」 映 为 W 
平面 的 上 半 平 面 , 故 所 求 的 映射 为 
gc 
zo D > 

例 8 REA 6-220) 的 阴影 部 分 万 = (silsl <2,Im 2 1) 
映 为 上 半 平 面 的 保 角 映射 


解 ”由 图 6-22(1) 可 见 , 弦 切 角 0= 人 AOC = arc cos 3 


w=( 


作 
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Li 


图 6-22 


を 一 (一 Y/3 ti) 
ェ ー( ツ 3 +i) 


CRR DRYW, 平面 上 的 角 域 : D = (oi0 ご arg w こそ), 見 
图 6-22(2). 再 作 


Ww, ーー 


w = wi, 

它 把 W, 平 面 上 的 角 域 D, 映 为 W 平 面 上 的 上 半 平 面 {w;Im w> 0), 
见 图 6-22(3) ,复合 以 上 两 个 映射 ,得 
z— (— V3+)., 
> 一 (V3 +D ^ 

例 9 求 将 上 半 平 面 映射 为 圆 域 lw 一 wo。| < R 的 分 式 线性 映 
射 = fe), HERMESO = wf G) > 0. 

解 作 分 式 袋 性 映 身 


の 一 一 


iU — W 
w = A 
a R 


将 W 平 面 上 的 圆 域 lw 一 wo| 二 R 映 为 W, 平面 上 的 单位 圆 内 部 
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[wi | « 1, H.ffi w = w, EX vw, = 0. 
再 作 Z 平面 的 上 半 平 面 Im z> 0 到 单位 圆 |w, | ご 1 内 部 的 保 

角 映 射 , 它 的 一 般 形式 为 

i € — Zo 

w = e" ーー デー. 

Z — Zo 

如果 要求 w = 0 的 原 象 点 为 > = i WER z = i. 
复合 上 述 两 个 映射 (如 图 6-23) ,得 


w — wo wz—i 


Ri 
即 
) = e z—i 
w e Rzy; two 
已 知 PG > 0, 所 以 有 
arg f'G) = 0, 
] D e 2i ie- あ め 
w f =e 本 Dl Re?-T, 
所 以 


Di 
(=z 


wanri 
7 Re A tw 


于 是 所 求 映射 为 
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z— 


w-iR-r 


i 
i + wo- 


* $65 保 角 映射 的 应 用 


以 下 我 们 将 保 角 映 射 用 于 某 些 物理 问题 ,介绍 几 个 解 拉 普 拉 斯 
方程 的 边 值 问题 与 二 维 平面 区 域 中 的 一 些 有 关 问 题 的 例子 . 


6.5.1 拉 普 拉 斯 方程 的 边 值 问题 


边 值 问题 1 XZH Dirichlet 问题 ” 设 4 是 有 界 单 连通 区 
域 ,uw 是 4 的 边界 bd(4) 上 的 连续 函数 , 则 必 存 在 着 一 个 在 闭 域 4 上 
的 实 值 连续 函数 ,使 4 在 4 内 调和 ,在 bd4(4) 上 的 值 为 wo, 且 此 解 是 
唯一 的 . 

在 第 三 章 中 ,由 定理 3. 3. 3 导出 的 公式 (3. 3. 5) 即 是 圆 域 上 狄 氏 
问题 的 解 . 

对 于 拉 普 拉 斯 方程 边 值 问 题 的 存在 性 证 明 比 较 困难 ,我 们 不 作 
讨论 . 在 本 节 中 主要 为 了 应 用 ,着 重 于 求解 的 运算 . 

边 值 问 题 2 纽曼 Neumann 问题 ”一 个 在 单 连 通 区 域 4 内 调 


和 在 其 边界 bd(4) = Y. Efl A Qn 为 边界 的 法 向 量 ) 给 定 的 实 值 

函数 ,其 解 是 存在 并 唯一 的 (其 中 兴 不 是 任意 给 出 的 , 它 必须 满足 
9u ®© 

| 者 = 


边 值 问题 3 一 个 在 单 连通 区 域 4 上 调和 、 在 边界 bd CA) = 


R IE: E Jeera u)tn- je» grad u = [v =0. 
: : 4 
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Y — Y, Y, fj — W^ Y, ESAE ze 值 , 另 一 部 分 六 LAT 2^ ti ff] 8 
数 ,其 解 是 存在 且 唯 一 的 . 
解 拉 普 拉 斯 方程 的 方法 是 , 作 一 个 保 角 映射 函数 把 区 域 4 映 为 
较 简 单 的 区 域 B. 例如 B 为 单位 圆 盘 或 上 半 平 面 ,我 们 可 以 先 在 区 域 
B 中 求解 ,再 经 逆 映 射 求 得 原 方程 在 A 中 的 解 . 这 种 步骤 是 完全 合理 
的 ,因为 直接 计算 可 以 证 明 : 若 SA B 是 解析 函数 ,u:B 一 RR 是 调 
和 函数 , 则 复合 函数 (f(z)) 是 4 内 的 调和 函数 ,如 图 6-24. 
bd(A) 


J Y 一 


图 6-24 
下 面 我 们 求解 在 上 半 平 面 {z;Imz > 0} 内 调和 函数 的 边 值 问 
题 . 
例 10 求 一 个 在 上 半 平 面 的 边界 ( 实 轴 ) 上 满足 条 件 : 
u(z) =a, z € (一 coyz)， 


ulz) =a; z € (n), 


u(z) =a, z € Gr, +°), 
(其 中 zi rr). 
且 在 上 半 平 面 内 调和 的 函数 ul) = x(z,y). 
解 ”事实 上 ,我 们 所 求 的 函数 由 下 面 式 子 给 出 : 


u = a, + Ea — a,)0, + Can — an)0 1 bm 
+ (ao — a,)0,]. (6.5.1) 
其 中 
0,-—arg(z— x) (k=1,2, n), 0K Kr (R-1,2,-.2), 
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图 6-25 
显然 ,(6. 5.1) 式 是 函数 
w= f(z) 
gi 二 KC a,)ln(z 


X.) 
F(G,.;—a,)ln(z—z.)d 7 
F (ao 一 gi)In(z — x] (6.5.2) 
的 虚 部 , 而 上 式 在 上 半 平 面 内 是 解析 的 ,所 以 x = Im が (>) 在 上 半 平 
面 内 是 调和 的 , 且 在 (zyzro) P u = arik = 1,2, 
To 一 一 69,1441 一 十 co) 


(请 读者 自己 验证 ) 


n 十 0D. Gd 


6.5.2 热传导 问题 


物理 学 的 一 些 定律 指出 ,如 果 温 度 T 在 一 个 两 维 区 域内 保持 稳 
状态 , 则 应 该 是 区 域 中 的 一 个 调和 函数 . 
例 11 在 第 一 象限 调和 的 函数 7 在 + 轴 上 温度 值 为 T。 = 0,y 
轴 上 温度 值 恒 为 7 = 


100. 求 出 第 一 象限 的 温度 分 布 T(z,») 


(从 物理 角度 考虑 ,区 域 近似 于 一 个 金属 薄板 ,薄板 的 两 侧 是 绝 
缘 的 ,热流 限制 在 平面 区 域内 . ) 


解 定常 温度 分 布 函数 人 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 即 2 十 = ュー 
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a T 0, 


且 满 足 第 一 象限 的 边界 条 件 了 ,-。 =T = 0,T. =T, = 100. AK 
解 这 个 边 值 问题 ,把 求 函数 人 转化 为 求 上 半 平 面 内 解析 函数 的 实 部 ， 
且 满 足 新 的 边界 条 件 的 拉 氏 方程 的 解 . 这 种 转化 只 需 作 保 角 映射 w 
= /(z) ニッ 就 能 实现 ,如 图 6-26. 


图 6-26 
由 图 6-26 及 (6. 5.1) 式 ,在 上 半 平 面 内 调和 的 函数 


T* u,v) = lm, — 7。]arg w 


108 arctan x u > 0,020; 
= 450 v> 0,u = 0; 
ox 十 arctan P uco,v2o. 
Bp 7-75 
T(r,)-T'[x*— y.2ry]. T-50 
其 温度 分 布 如 图 6-27 所 示 . N 等 温 线 


例 12 热传导 在 上 半 平面 的 单 0 
位 加 内 部 进行 ,如 果实 轴 上 之 0 时 
全 ==10;7 达 0 时 T= 0, KRA 
周 是 绝缘 体 (地 二 0), 试 求 出 在 上 半 id 
ARCUP (LIE 3 RT Cn) ET s. 

解 ”对 于 在 区 域 边界 的 一 部 分 有 TL — 0 的 这 种 类 型 ,把 它 映 
射 到 半 带 域 去 求解 比较 方便 . 为 此 ,我 们 作 映 射 z = Inz( 对 数 主 支 )， 
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它 可 以 把 上 半 单 位 圆 的 内 部 4 映 为 半 带 域 B, 如 图 6-28. 


a -0 w-lnz 


图 6-28 
FEB 上 的 週 和 画数 7"(eo) = T'[In|z| arg z] = T(r, 
0) ,因为 满足 边界 条 件 : v = 0,u 二 0 时 ,T* = 10;v — mu — 0H, 
T'-0u-0H0«v«xB, T 一 0. 所 以 有 


T (u,v) = 10 一 Hu 
Li 


它 是 解析 函数 10(1 十 一 Ins) 的 实 


部 ,所 以 
T(r,0) = T' (In|z|,arg z) 


= 10 
其 温度 分 布 如 图 6-29 所 示 . 


. 10arg z 
Tm 


6.5.3 电位 分 布 


由 物理 学 知 ,由 静电 负荷 确定 的 一 个 电位 9 必须 满足 拉 氏 方程 
( 即 是 调和 的 ), 它 的 共 因 调 和 函数 设 为 ,此 时 y= 常数 的 曲线 称 为 
流动 线 ,9 = 常数 的 曲线 称 为 等 位 线 , 该 两 族 曲 线 正 交 . 

例 13 设 单 连通 区 域 为 单位 圆 内 部 . 若 在 上 半圆 周 上 电位 保持 
为 9 二 1, 下 半圆 周 上 电位 保持 为 = 0, 求 圆 内 的 电位 分 布 . 

解 ”我 们 可 以 利用 分 式 线性 映射 

Es CFD 
* 190 * 


将 单位 圆 内 部 映 为 上 半 平 面 ,将 单位 圆周 映 为 实 轴 ( 见 图 6-30). 由 


w 


图 6-30 
z—1 ar — 1) -ciy 
i(z 十 1) ilz +iy) +1] 
2y ES zby—li 
(z+ (zt D+ 
所 以 
2y " 1— (z? + y» 
(tI By" (tD Hy 
显然 


9' (uv) 一 LEa — arg w], 
这 是 因为 当 arg w = 0 时 ， 
の = l;arg w=r h}, p —0, 
HEE w= tfa + nw] 的 
实 部 ,所 以 
Hr,y) 一 9 (u,v) 
=1— Larg (u + iv). 


arg(u + iv) 的 计算 ,参见 第 一 
章 (1.1.6) XX. 

图 6-31 即 为 电位 分 布 图 . esr 
等 电位 线 是 一 族 在 |z| 二 1 内 、 过 点 z= 一 1 与 z= 二 1 中 心 在 虚 轴 上 
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的 圆 弧 段 . 


思考 题 六 

1. 投函 数 ww = f(z) EKR D ARH, HHF z E DH f GO 关 0, 请 说 
明 它 的 几何 意义 . 

2. 黎 曼 映 射 定理 也 可 叙述 为 : 设 DD 是 单 连通 区 域 (D + 5), 则 存在 着 唯一 
的 双向 保 角 映射 w= f(z), 它 把 DD 映 为 单位 圆 内 部 , 且 对 于 任意 固定 的 zs。€ D, 
満足 /(z。) = 0, f G0 > 0. 为 什么 ? 

3. 如 何 说 明 映 射 /(z) = z^ 在 z — 0 处 是 不 保 角 的 ? 

A. 整 线性 映射 为 什么 具有 保 圆 性 ? 


5. 请 描绘 出 下 述 各 点 n = Lessons 一 二 0 一 Da = 一 1 十 


V31 在 映射 ww — L 下 的 象 点 位 置 


6. 请 描绘 出 在 映射 w — 二 FW 平面 上 两 条 正 交 直 线 u= 1 一 2 在 Z 
平面 上 的 象 原 曲线 . 

7. KM D — tei0 arg 2 le] <1) 在 映射 w= z! 下 的 象 区 域 是 W 
平面 的 单位 圆 内 部 G = teilg| 1) 吗 ? 

8. 请 描绘 出 带 域 D — {z;Re x 二 0,0 二 Im zx 二 xr} 中 ,与 实 轴 \ 虚 轴 平 行 的 
正 交 直线 网 在 映射 w= e 下 的 象 曲线 族 . 

9. 分 式 线性 映射 是 哪些 映射 的 复合 映射 ?请 写 出 复合 关系 式 . 

10. 在 分 式 线性 映射 下 .说 明 两 区 域 之 间 点 的 对 应 最 多 只 可 能 有 两 个 不 动 
点 ,除非 它 是 一 个 恒 等 映 射 . (使 /(zo) = x。 的 点 z。, 称 为 /(z) 的 不 动 点 ) 

11. 两 条 相交 圆 弧 ( 或 一 圆 弧 一 直线 段 ) 所 围 的 区 域 ,在 分 式 线性 映射 下 ， 
什么 时 候 (1) 仍 被 映射 为 两 圆 弧 曲 线 所 围 的 有 限 区 域 ?(2) 被 映射 为 相交 于 一 


12. 把 角 域 映射 为 角 域 ( 张 角 放 大 或 缩小 ) ,一 般 采 用 什么 保 角 映射 ?把 带 
域 映射 为 角 域 . 角 域 映射 为 带 域 .一般 又 采用 什么 保 角 映 射 ? 

13. 能 和 否 找到 一 个 保 角 映 射 , 将 区 域 4= 和 z;1 二 1z| 二 2} 保 角 且 双向 地 映 
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射 到 区 域 B= (w;0 < Re w — 0) 中 去 ?如 果 能 找到 ,请 写 出 该 函数 ;如 果 不 能 
找到 ,请 说 明理 由 . 


习题 六 
1. 设 光滑 曲线 在 过 = = 1 十 i 点 处 的 切线 与 Oz 轴 正 向 夹 角 为 拟 , 问 通过 映 
射 w= z* 后 ,其 象 曲线 在 z — 1 十 i 的 象 点 处 的 切线 与 Ou 轴 正 向 的 夹 角 是 多 
少 ? 
2. 在 映射 w = iz 下 ,下 列 图 形 映 射 成 什么 图 形 ? 
OD 以 = — iz 二 一 1,zs = 1 为 顶点 的 三 角形 ; 
(2) AMR (5| — 1| x n). 
3. 证 明 : 在 映射 w= 二 e* 下 ,x 二 0 与 y=C; 两 直线 分 别 被 映射 成 w= utan 
Ci» 
uw 十 v! = eth, 
4. 下 列 区 域 或 曲线 在 指定 的 映射 下 映射 成 什么 区 域 或 曲线 ? 
(1) (z;Rez > 0} j w = iz +i; 
(2) {z;Im 2 > 0j 5j w = (1 + Dz; 
(3) (ziRez > 0,0 Imz c2) 5 w=iz +1; 


(4 直线 ar 十 By 十 了 = 0 Gs] Y HER H aB RAAD w= 十， 


(5) 圆周 曲线 z* y E272» 1-0 w- 1, 


(6) (z;Rez 5 0,0 Imz «c 1) 5w= 
5. 求 把 上 半 平 面 映射 成 单位 圆 内 部 的 分 式 线性 映射 w = f(z), 且 使 


(D wG) = 0， arg w(i) ニー T 


(2)wG)—0. w- D= . 
6. 求 将 单位 圆 内 部 映射 成 单位 圆 内 部 的 分 式 线性 映射 o = /(z), 且 使 


Tl. . Tro La 
Du) 一 0，arg w (十) =- 5, 
Q)wCb)-0, w-D-1 
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(3)w(0) = 0, arg w'(0) =— 工 . 


2 
7. 试 写 出 分 式 线性 映射 , 它 将 = ,za*zs 依次 映射 为 w wrw. 已 知 : 
(1) z = 2,2; = izg 一 一 2;zl = 1,w = iw =— 1. 
(2) z, = lez = bz, =— iw = 1,w; = 0,w; =— 1. 


8. 试 求 将 Z 平面 上 的 点 一 i 依 次 映 射 凡 WV 平面 上 的 点 oo,0,1 的 分 式 
线性 映射 ,并 问 此 映射 将 {z;1z| <1} 映射 为 什么 区 域 ? 

9. 试 求 将 Z 平 面 上 的 点 ce,0,1 依次 映射 为 W 平 面 上 的 点 0,1,ce 的 分 式 
线性 映射 ,并 问 此 映射 将 {z;Im z > 0} 映射 为 W 平面 上 什么 区 域 ? 

10. 求 将 区 域 A = (2;]2 — 112 1 5 Iz — 2| 2) 映射 为 区 域 B= (ws 
0 « Re w< 1) 的 保 角 映射 . 

11. 求 将 区 域 4 — {z;|z — il<) 映射 为 区 域 B= (w; lw] ご 1) 的 保 角 
映射 . 

12. 求 将 区 域 4 = (e; Re 2 二 0,0 二 1m z — x) 映射 为 W 平 面 上 的 第 一 象 
限 的 保 角 映射 . 


13. 证 明 映射 w — 一 


2 十 i 
BB wil b «x. 


将 区 域 4 = (z;lm z> 0) 映射 为 W 平面 上 的 区 


Z 平面 上 的 第 一 象限 映射 为 W 平面 上 的 什么 区 域 ? 


(1) (g;Rez20) ，(2) {z;|z| <1} 
映射 为 W 平面 上 的 什么 区 域 ? 
16. 求 将 下 列 各 区 域 保 角 且 互 为 单 值 地 映射 为 W 平面 上 的 单位 圆 内 部 的 
任意 一 个 映射 ( 见 图 6-32). 
J 


a) (2) (3) 
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(OD (z;0 < Re z <a}; 
(2) (210 arg e T 
(3) (250 & arg z < T eel < 2) 


17. 求 将 区 域 (250 < arg z < PRHA lw hwl 二 1), 且 使 z= 二 1 十 i,0 
分 别 映射 为 w — 0,1 的 唯一 的 保 角 映 射 

18. 求 把 图 6-33 eb ir BL ro At C, 与 C; 所 围 成 的 交角 为 “的 月 牙 形 区 域 映 
射 成 角 域 (oi % 二 arg w< € + a) 的 保 角 映射 . 
(3) 


图 6-33 
19. 求 将 下 列 区 域 保 角 且 互 为 单 值 地 映射 为 W 平面 的 上 半 平 面 的 任意 函 
数 . 
(QD izle| < 2) 与 (zilz — 11 > 1) 的 公共 区 域 。 
(2) 半 带 域 {z;Re z > 0,0 < Imz < a). 
见 图 6-34. 


a) (2) 
图 6-34 
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附 表 : 某 些 保 角 映 射 及 其 示意 图 


w-e 


lgw-z 
< 一 一 
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第 七 章 。 拉 普 拉 新 変換 


S7.1 拉 氏 变换 的 基本 概念 


7.1.1. 拉 氏 变换 的 定义 


对 复 值 函数 /CD)@, 若 
[roce 
在 复 平 面 C 上 的 菜 一 个 区 域 .DG € D) 内 收 僵 于 下 (5), 则 称 
F(s) = [roca (7.1.1) 


为 函数 f(z) 的 拉 普 拉 新 (Laplace ) 变换 (简称 拉 氏 变换 ,简写 为 LT) 
或 象 函数 , 记 为 
FG) = LLfG)]. 
EFO ESO 的 拉 氏 变换 , 则 称 f(z) Ag FG) 的 拉 普 拉 新 逆 変 
换 ( 简 称 拉 氏 逆 变 换 , 简 写 为 ILT) 或 象 原 函 数 , 记 为 
f) = L^[F(G)]. 


(D RER OO = u(t) 十 iv(1), 其 中 i 是 实 的 自 变量 ,u(t) 和 vw(z) Re SCIER TERR 
fü) 是 上 的 复 值 函数 . 若 (の vCO 在 上 — to 时 连续 (可 微 ), 则 称 f(1) 在 to 点 连续 (可 
WO, E S) = v Q(O vi. 
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例 1 RESO = e"uCO HLT, Hp aO 是 单位 阶 路 函数 : 
l, t0; 
«o - | 
0, <0 
を 是 复 常数 
解 当 ReG) > ReGO Bj, 


と [ げ ① ] [e “dt - Le 1 


ー k o s-k’ 
1 
即 
Z[ez の ] = ーー Re > Re — (1.2 
或 
ac dia crue 
L is — = e"z( の . 
特别 当 & 一 0 时 ， 
Liu] =}, Recs) >o. (1.1.3) 


由 于 在 科技 领域 里 ,一 般 是 对 以 时 间 为 自 变量 的 函数 进行 拉 氏 
变换 , 即 在 t 二 0 时 ,函数 是 无 意义 的 ,或 者 是 不 需要 考虑 的 ,所 以 在 
拉 氏 变换 中 规定 象 原 函 数 

fa)20,t«0. 

对 于 具体 的 象 原 函 数 ,例如 e*u(z) ,sin ez・z⑦) 等 ,在 不 致 混淆 

的 前 提 下 , 一 律 省略 u(t) ,而 写 为 e* sin wet 等 . 


7.1.2. 持氏 変換 的 存在 定理 


LT 存在 定理 HRERS f(z) 満足 下 列 条件 : 
OD 在 1 宇 0 的 任意 有 限 区 间 上 分 段 连续 ; 
(2) 存在 常数 M > 0 与 o, > 0, 使 得 
げ の | < Me t2 0, 
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WU LEF] 在 半 平 面 Res) > 0 上 存在 且 解 析 . 
这 里 oo 称 为 函数 (の) 的 增长 指数 . 
自明 ibo = Re(s);o 一 o6 宇 6 0, 则 由 条 件 (2)， 


[ros ‘< mje e "ww oM (1.1.4) 


于 是 ,积分 (7.1.1) RE ReG) >o 十 6 上 绝对 且 一 致 收敛 ?了 , 且 
F(s) 存在 . 记 


F(s) = froe “dt (ReG) > o, + 0). 
0 


类 似 地 可 以 证 明 积分 
[groe “jdt ニー J wea (7.1.5) 
TE ReG) > o 十 9 上 也 是 绝对 且 一 致 收敛 的 . 
事实 上 ， 
[uro ue e "we “di = x, 


因此 ,(7. 1. 5) 式 左 端的 积分 与 微分 次 序 可 以 交换 ， 于 是 
iro = 2 [rave "dt 
= [ &troe “Jar 
E ft- DIOD Je “de. 
T 这 里 利用 了 含 参 变量 广义 积分 一 致 收敛 的 一 个 充分 条 件 :如 果 存 在 函数 GO ,使 


letti eG e D». B [Aod 存在 (2 可 以 为 无 限 )，, 则 |er,sde 在 区 域 忆 内 绝对 且 


一 致 收敛 . 
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由 拉 氏 变换 定义 , 即 有 
で) = L[C— の Ff], (7.1.6) 
所 以 ,F(s) f£ ReG) Zo, 十 98 上 可 导 . 由 9 的 任意 性 , 即 知 FG) 在 
ReG) > o, 上 存在 且 解 析 . 
例如 ,xz(t) ,coswt,t"(m 为 自然 数 ) 等 函数 都 满足 拉 氏 变换 存在 
定理 中 的 条 件 (1) 502): 
lg の | s 1-*e*, — Rb M= 1,0, = 0; 
lcos wt| XC 1*e", 此 处 M = 1,0, = 0; 
因此 在 半 平 面 Re(s) > 0 上 ,ELFc)] 存 在 且 解 析 . 
注意 :这 个 定理 的 条 件 并 非 是 必要 的 . 
例 2 RESA) = tla > 1) 的 LTO. 
解 ” 当 一 1 二 a 二 0 时 ,f(t) 不 满足 LT 存在 定理 的 条 件 , 因 为 
t — 0 Hf t 一 十 co, 但 其 LT 在 Res) > 0 是 存在 且 解 析 的 . 
事实 上 , 若 ReGO = o 2 0, JU 


fire “|d: = fe ・e "dt | ed = Det D 
D 


0 o 


(7.1.7) 
由 (7.1.7) 式 知 , 在 ReG) = 0> 0 E FG) 存在 , 记 


F(s) = fe * e *dr. 
D 


同样 ,由 


站 me = jenen = Itn. 


BEBE FG 存在 , 即 在 Re(s) > 0 WR FG) 解析 . 
根据 (7.1.7) 式 , 当 * 为 实数 , 且 s 之 0 时 ,有 


④ 这 里 函数 f(1) =r ETAR ul). 
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FG) = ID, 

由 于 RG) 与 二 上 在 半 平 面 Re(s) 之 0 上 均 解 析 , 而 且 在 正 
实 轴 上 相等 ,因此 由 解析 函数 的 唯一 性 定理 可 知 : 它 们 在 Re(s) > 0 
上 处 处 相等 , 即 


TD. Reo>0. (.1.8) 


L) = 


s 


特別 , 当 a 是 非 负 整数 时， 
Lr] - 2; (n—0,1,2,72, ReG)»0. (7.1.9) 


(此 处 有 0! = 1) 

由 此 可 见 , 根 据 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,在 求 一 个 函数 的 LT 或 
论证 LT 的 某 些 性 质 时 ,可 以 把 * 看 作 实 参数 ,由 此 得 出 的 结论 对 * 是 
复 参 数 时 也 是 成 立 的 . 


$ 7.2 拉 氏 变换 的 基本 性 质 


在 介绍 拉 氏 变换 基本 性 质 的 过 程 中 ,我 们 假定 : 

COD 凡 进 行 拉 氏 变换 的 函数 ( 象 原 函 数 (1)) 都 满足 拉 氏 变换 存 
在 定理 中 的 条 件 . 

(2) 人 象 画数 的 自 変量 s 的 实 部 o 大 于 其 象 原 函 数 的 增长 指数 
ao( 即 Re(s) = o > o). 


7.2.1 线性 性 质 


设 a 是 常数 ,Fi(s) = LEAG], k == 1,2, 则 
Lafi) + aft)] = aF, (s) + oF,s), (7.2.1) 
或 有 
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L7 [ae FG) + à;F,G)] = gg 方 (の 十 oj (7.2.2) 
例 3 R Lisin et]Co 为 实数 ). 


ERO ODD sinet = it — e], ERLA H (7. 2. D (7.1. 2) 式 


L[sin et] — iut) — L[e-*) 
Sdb-1 ee | 
~ fils—ie s+iw 
ニー の es 
| $TLw* 
即 
L[sin at] ニュ Tw Re(s) > 0. (7.2.3) 
同 理 可 得 
L[cos wt] = es Re(s) > 0; (7.2. 4) 


Lish gwg] ニュ ーー・ Re > lol; — (2.8) 


w 


l [sh et] = e 
例 4 求 f(1) = sin't f LT. 
解 ”因为 f(t) = sin = ia — cos 20 ,所 以 由 (7.1.3)， 


(7.2.4) XX. 


Re(s) > lwl. (7. 2. 6) 


L[sint] = iuo — L(cos 2)] 


as xL [covers 


s 2 1 Ü 
E HUTIDSGTDO rbi rau dH ABO 2. 2) 


(0.1.22 XX. 
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PU EST nj] 5e i Pu z] 


7.2.2 平移 性 质 
l. 时 移 性 质 
ELU] = FGO,WIXxPT t> 0,4 
ZLFd 一 t)] = e^F() (7.2. 7) 


L'[e^F(s)] = ft — t) (to > 0). 
注意 : 因 丸 / ご 0 時 , げ ⑦) 三 0, 所 以 1 过 时 ,f(z 一 4) = 0, 故 
上 式 中 的 FG — to) 即 丸 6 一 /。)zG 一 t). RUE 7-1. 
正明 AD 
LESE 一 /。)] EO Jut) 


一 [re — t,)e^"dt 1 


L^ O t 
一 [re — to)e™ "dt 
o 图 7-1 
十 [re 一 to)e "dt 
= oe au 
o 
— e^ [fave "du 
? 
= e). 
0, < 
例 6 求 画数 xc 一 > ニ | "的 LT. 
let c 
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S.B xL] laa. 2. 式 ,有 
L[ult 一 z)] = le 


1.0 で 7 て て 


例 7 。 求 邱 形 脉冲 /CO) 一 |。 其 他 的 LT 
解 BD f) — uG) — uG — r), hA 6 SE BD RETE 
7 げ の ] ニキ ロー] (7.2.8) 


下 面 我 们 将 会 看 到 ,用 时 移 性 质 求 周期 函数 的 LT 是 很 方便 的 . 
在 LT 理论 中 ,周期 为 了 的 函数 是 指 ft) m 00mm fo mfac 
T) > OT 2 0). 
设 f(z) 是 周期 为 了 的 函数 ( 见 图 7-2) ,我 们 定义 
fa»,0ctcT; 


AO 一 (0, 其 他 . 
于 是 


げ 7 の = テカ (の 土方 Gー の ) 
Tf-2T)c- 
ii 
FG) = LAW] 


= [roe "dt, 


由 时 移 性 质 
LEF] = FiG) + File ^ 4 FíG)e 77 十 … 
= FOA e de e), . 
当 Re) テ 0 時 , 有 le “| ご 1. 所 以上 式 岡 括 号 内 是 一 介 公 比 的 模 
小 于 1 的 等 比 级 数 ,从 而 


d. 
froe “dt 
Tf = ETE (7.2.9) 
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例 8 求 如 图 7-3 所 示 的 知 形 波 的 し T. 


图 7-3 
解 知 形 波 的 解析 式 力 
faq = 方 の 0 ご ご 2x, 


f(t) = fa 一 2r) El; 


A, 0ct-«r 
fan [La t-t-20 
0, 其他 . 
F,G) = LEA W] 


其 中 


2r 
一 [ied 
0 


2r 


" Aja で に 


z 


"t 


SA ocu 
5 


由 (7.2.9) 式 


ーー Ys 
[7 の ] = A-—e") Ah Ts, 


s 1—e* 7 
2. 频 移 性 质 
E LUO] = F(s), 则 对 任意 常数 s。, 有 
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L[efG)] = FG — s). (7. 2. 10) 
Bl 9 R L[re "].KrP a — 1. 
解 由 例 7.2 的 (7.1.8) 式 及 频 移 性 质 (7. 2. 10) ,立即 可 得 
了 有 (ae 十 1) 


L[re"] = c ye (7.2.11) 
同 理 , 由 (7.2.3),(7.2.4) 式 及 頻 移 性 原 , 可 得 
7[e Ysin wt] = TEE En (7.2.12) 
L[e "cos wt] = crabe (7.2.13) 
7.2.3 微分 性 原 
1. 象 原 函 数 的 微分 性 质 
E LUO] = FO), HB. f ⑦) 也 是 象 原 函 数 , 则 
L[f'(G)] = sFG) — f(0+)® (7. 2. 14) 


证 明 — L/01- [^ (De-"dt 


= f(De™ | 4 中 oe 
6 
0 


= sF(s) 一 f(0*). 
推论 若 Fo()( — 1,2. 为 象 原 函 数 , 则 
LESO 4] = ECs) 一 7(0O — sf ot) — o 
ー デリ (0 け ). (7.2.15) 
事实 上 ,连续 两 次 应 用 (7. 2. 140 式 , 便 可 得 到 
[の] = s[sFG) — f(0*5] — f' (0+) 
= F(s) — sf(0*) 一 f' (0+). 


① f(0*)— lim 7 の 
tot 
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如 此 类 推 , 即 可 得 到 (7. 2. 15) 式 . 

2. 象 函 数 的 微分 性 质 

若 LUL/(G)] = F6), A 

LEC 0"f0)] 2 F^G), n= 0.1,2,., (7. 2. 16) 
此 式 可 由 (7. 1. 60 式 推 得 . 

£j 10 求 ん [7sin ex]. 

解 由 (7.2.3) 57.2.16) R, 


L[tsin at] デー leads 
即 
L(tsin wt] = cra (7.2.17) 
同 理 可 得 
s? pes P 
L[tcos wt] = Ga (7.2.18) 
7.2.4 ”积分 性 质 
1. 象 原 函 数 的 积分 性 质 
# LUO] = FG) 
Lr -lro. (1.2.19) 


证 明 没 g の ニー [ioar mss eO) = fO AK LONE 


在 ,所 以 & O 的 象 函数 存在 , 且 g(0) = 0. 18 C7. 2. 140 X 
[の] = L(g' 0] = sL[gC ]. 
所 以 


Lew] = HLO]. 
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Bn 
ure 一 lr. 
重复 应 用 (7. 2.190 式 可 得 


LE farfar [roa = iro. (7. 2. 20) 
A ot 
象 原 函 数 的 微分 性 质 与 积分 性 质 是 分 析 线 性 系统 的 有 力 工 具 ， 
它 提 供 了 将 常 微分 方程 或 积分 (微分 ) 方程 转化 为 代数 方程 的 可 能 
性 , 详 见 8 7.4 节 . 
2. 象 函 数 的 积分 性 质 


aa 


£ LUOJ = FG, mafe (の dz lici I? 的 LT 存在 , 且 


LCD = の (7.2.21) 


这 里 的 积分 路 径 位 于 半 平 面 Re(s) > o, 内 ,oo 是 (の 的 増長 指 
数 . (请 读者 自 证 之 ) 
例 11 求 正弦 积分 sit = [24 tat 的 LT. 


o 


解 ”由 (7.2.19) 式 可 得 


t 


Lsi] = Lc [89447 = Lt, 
再 由 (7. 2. 21) 式 知 


LIH] = [rein pa = Eesw 
= arc tans 一 E — arc tans, 


所 以 
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L[sit] — em — arc tans ]. 
$79 
(0.2.20 式 为 
fos [£O fü 
ーー] 三 | ーー“ dz = IL (z)dz 
两 边 令 s = 0, 即 得 
[Pa - [roas (1.2.22) 


此 式 常用 来 计算 某 些 广义 实 积 分 . 


sin £ 


例如 当 fü) = sin cM, anaje Sin td 的 值 可 由 (7. 2. 22) 式 得 


到 AL. 该 积分 值 曾 在 第 五 章 的 例 28 中 用 留 数 方法 计算 过 ,它们 是 
完全 一 致 的 . 


7.2.5 ”极限 性 质 


l. 初 值 关 系 
若 [の] = FGs), 则 

f(0*) = limsFG). (7.2.23) 
事实 上 ,在 (7. 2. 140 RPS 5 — oo 即 得 此 式 . GER) 
2. 终 值 关系 
若 [の] 9 FG), H 十 99) 存在,sF(s) 的 所 有 奇 点 在 半 平 

iij ReG) < o, AGEE o È SO 的 增长 指数 ), 则 

f(t eo) = limsFG). (7. 2. 24) 

事实 上 ,在 (7. 2.14) NE Bl f8 (7. 2. 24) 式 ( 证 略 ). 


例 12 车 LLf(D)]= — a ( > OR f0), f CE o). 


fg 根据 (7. 2. Au. 2.24) XX. 
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n - H s 
fO) limsF (s) lim —7 Ls 


0. 


我 们 已 经 知道 L[e“] — SO = e^. 显然, 上面 所 求 
结果 与 直接 由 /⑦) 所 计算 的 结果 是 一 致 的 . 在 拉 氏 变换 的 应 用 中 ， 
EERE FO 再 去 求 出 (4) ,但 我 们 有 时 并 不 关心 象 原 函 数 SO) 
的 表达 式 ,而 只 需要 知道 f(t) 在 :一 十 co 或 上 + 一 0 时 的 性 态 ,此 时 性 
原 (7.2.23) 与 (7. 2. 24) 给 我 们 提供 了 方便 ,能 使 我 们 直接 由 FG) 
求 出 (の 的 两 个 特殊 值 1(0) 与 f Cr o9). 

注意 :应 用 终 值 定理 时 需要 注意 定理 条 件 是 否 满足 . 例如 , 象 原 


^ 1 s E 2 
ARSA) 的 象 函 数 为 FR(s) = ap SF (5) 一 FIT 它 的 奇 点 


为 ;三 土 i, 位 于 虚 轴 上 (不 在 Rels) ご 0 PD. 显然 limsF(Gs) = 0, 但 是 


fa 一 了 [一 n ] = sin £(&£ o, = 0), H lim f(t) =* lim sin t 是 不 
s* 十 1 tepo topo 
存在 的 . 


7.2.6 ÆRA 
INE S DIE 
如果 
[^o — r)dr (7. 2. 25) 


存在 , 则 称 它 为 函数 f1(2) 与 ん ⑦ 的 卷 积 , 记 为 
fit) * falt) = [Aora ー r)dr. 


容易 验证 , 卷 积 满足 交换 律 .结合 律 与 对 加 法 的 分 配 律 , 即 
FO) * f) = fa x fo, 
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(の * EOD * fi] 9 LOO * £00] * AOF 
FAO x LG) + f0)] = Os LD 土方 の * fi). 
由 于 在 LT 中 所 考虑 的 函数 在 t 二 0 时 为 0, 而 


+ n 
[^e — r)dr = [rora — r)dr 
十 [one — Ddr 
s 


, + [AOLE — od, 
所 以 在 LT 中 ， 
Sit) * falt) = [rofa — Ddr, (7: 2. 25) 


当然 , 它 也 满足 交换 律 .结合 律 与 对 加 法 的 分 配 律 . 
例 13 RP (CO =t A f0) = sin t 的 巻 息 , 即 求 , sin t. 
解 由 (7.2.25) RA, 


txsint = [rsin 7 一 r)dr. 
g 
分 部 积分 一 次 ,可 得 
txsint 一 [eine — r)dc 
0 


= rcos(t — r)|; [feos r)dr = t — sin t, 


9 


例 14 R sin wt x sin ox. 


和解 sin wx sin wt = [sin wrsin[w(t 一 c) Jdr 


E 3 feos 2r — wt) 一 cos ez ]dr 
9 
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3 [去 sin(2wr wt) 
1 -sin wt 
= ts wt]. 


2. 卷 积 定理 

y [の] = FG).L[gG)] = GG), Bu 
LUSG) *g(0] = FG) * GG), 

L [FG)GG)] = f(D) x gCO. 


rcos ot J 


(7. 2. 26) 


证 明 : 设 / Go. g CO 的 增长 指数 分 别 为 ol 和 o2, 则 在 Re(s) > 


max(ogi の) 内 ， 


F(G)GG) = [roe “dr [oe "du 


0 


一 [df "t? f(r)g Qidu ]de 


ーー fefe "figa 一 dz]dr 


一 fe fioe — て )dr]dz 


e firo * g) Je “dt 


= LLfG) x gQ)]. 
在 拉 氏 变换 应 用 中 , 卷 积 定理 起 着 
十分 重要 的 作用 . 
$)15 若 ん [の] = 
1 
Gaps O0. 


解 


1 
LSO] = o YID: 


( 见 图 7-4) 
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1 
[G+ 2 + 3 
1 3 3 
9 (5 十 2)2 十 3: (十 2)2 十 32 
由 频 移 性 质 (7. 2. 12) , 


LL 


=% e sin 3f 


TET NEN 
(54-2?) 4-3! 
f(t) = Be im 3t) * (e "sin 3t) 


D 


一 二 [esinar * e 2 nsin3(t — r)dr 
v 


= le "[sinsrsinac — r)dr 


o 


Le gi 3 [cos(6r 一 3t) 一 cos3t]dr 
= He” Ginàr 一 3tcos3t). 


§ 7.3 REEK 


前 面 我 们 已 讨论 了 由 已 知 函 数 f(z) GRE PO SR PRICE GO 的 主要 
公式 ， 同 时 也 得 到 了 相应 的 由 已 知 象 函数 EC) 获得 象 原 函数 的 方 
法 ,但 这 些 公式 在 实际 应 用 中 仍 远 远 不 够 . 下 面 我 们 将 再 介绍 几 种 由 
已 知 象 函数 FO 求 它 的 象 原 函数 の 的 方法 . 


7.3.1. 拉 氏 変換 的 反 演 公式 


定理 7.3.1 若 复 值 函数 SO 満足 LT 存在 定理 条 件 , 则 在 
SO 的 任意 连续 点 处 ,都 有 


/oo = 去 Í F(s)e"ds. (1.3.1) 
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其 中 积分 是 沿 着 S 平面 上 的 任意 一 条 直线 Res) = ol(o > 0,0, 是 
SO 的 增长 指数 ) W EERO GERAM). 

C. 3. D 式 称 为 拉 氏 变换 的 反 演 公式 , 即 f(t) = LUEGO] 的 
具体 表达 式 . 


7.3.2 ”利用 留 数理 论 计 算 象 原 函数 


反 演 公式 (7.3.1) 是 一 个 复 变 函数 的 积分 , 它 的 计算 通常 是 比 
较 困 难 的 ,但 当 F GO 满足 一 定 条件 时 ,可 以 利用 留 数 方法 来 计算 这 
人 反 演 公 式 , 特 別当 でぶ ) 为 s 的 有 理 函数 形式 时 ,计算 更 为 简单 . 

定理 7.3.2 X FGO 的 全 部 奇 点 54,5，,… ,5s 都 在 Re(s) <g 内 , 
且 当 在 ReG) 三 ao 上 趋 于 无 穷 时 ,F(s) 趋 于 零 , 则 


fl) ニア [Fr で )] = MRes(FGe';s] | (£0. (7.3.2) 
k=l 


WEBB 作 图 7-5 所 示 的 闭 曲 线 
C = 人 十 Ce, 其 中 Cn 是 半圆 周 曲线 ， 

{s; |s — o| = R,ReG) x a). 
使 得 F(s) 所 有 的 奇 点 均 包 含 在 闭 曲线 C 
围 成 的 区 域内 . H F e" 在 全 平面 上 解析 ,所 
VA FGoe" 的 奇 点 就 是 F(s) 的 奇 点 .根据 留 
数 定理 ,立即 可 得 


ai 


1 JANE: AERE 
Jri p (5)e"ds 一 2x |! (s)e"ds 


r ai 
D HARAM lim [reed | Ferds, 


sliR 
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1 A 
m majo ds 


=æ DRes[F Ce 5s]. 
4 Rc co ERROR TOSEE 459 BER 24 02 0 时 ,上 式 右 端 第 
二 个 积分 极限 为 零 , 即 lim ] rovs = 0, 从 而 


去 | F(s)e"ds = Retro ETT! 


ES 上 述 定理 . 
例 16 RFO) = we fq) = L?^[FG)]. 


解 ” 因 为 F(s) 有 一 个 单 极点 s = 0,— 7 LAB S 1, 由 
(7. 3. 2) 式 可 得 


7 の Res — 一 peo Rel 


s 


eU 1] 
| 2 e" 
! lim itc 1) 


e 
ss 一 p 


3s? — 4s 十 11.。。 
Z marhe 
—dblim qoe] 


イー と ee Los 
一 1 十 lim(se geo) 


—]1lceG-—1,290. 
综 上 所 述 ,我 们 可 以 用 多 种 方法 :将 F(s) 分 解 成 部 分 分 式 的 方 
法 , 卷 积 的 方法 、 留 数 计算 的 方法 、 查 表 的 方法 等 ,由 已 知 象 函 数 求解 
象 原 函 数 . 读者 可 根据 已 知 象 函 数 灵活 选用 . 
我 们 把 经 常 遇 到 的 一 些 函 数 的 LT xod 1). 


例 17 “用 几 种 不 同 的 方法 求 FG) = GT 二 D 的 拉 氏 逆 変 挨 . 
解法 一 DEFO 为 部 分 分 式 : 

1 )od 1 

TGC) で PU 
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所 以 


MCN 
foL 


LC e LUE) noc 


一 一 1 十 上 十 er 
解法 二 留 数 方法 : 


s — 0j& FG) 的 二 级 极点 ,s = 一 1 是 F(s) 的 单 极点 ,所 以 


et e 
fa)- Re[ 35 F150] 十 Re[3 rp 


ーー d/ € e* 
ーー 
一 上 一 1 十 e 
解法 三 BREH: 
1 
BASED SOIN お な お 
fa) = アー![FG)] 


=—! 


arl 1 
=lat Fi] 


一 上 Xe 


n 
一 Je e 
0 


= edr 
—t:—1l14e€. 


PEENI 1 
ED 
fa) = L^FG)]. 
解 KFO 化 为 部 分 分 式 
> 1 1 s 十 5 
FO = Gp Blero Fa] 


zi 


— 1] 
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: d 1 s 十 2 
13sー1 13 (十 2)? 十 2t 
l..3 2 


13 2 (5-2* r2" 


所 以 


I Taa [NR 
fa 13 is “cos2t 26* sin2t. 


请 读者 试用 其 他 方法 求 上 述 FO 的 象 原 函 数 . 
1 zre 
$119. BEF) GUY EYES fq) = L^ [FG)]. 


解 由 (7.2.10) RA L[evf()0] = FG — so), FEL 
LO[FG — s0)] = e f), 


故此 有 


dude =i 1 
fO 一 EI 


1 

1 一 一 一 -一 一 一 
[Te TF + Ff] 
æ e 一 27 一 1 1 
NT E 351 


ec *p- 


1 Li 
[ s? i 3? s? 十 3g 
7" (sin3t * sin3t). 
H, S w= 344 
-z , lrsin3t 
zC 3 
eco [Sn 一 


Hi $ 7.2 fi 


fa) = 


1 

9 

l, 
9 

14 
i — tcos3t] 
A. 


18 tcos3t ]. 


7.3.3 利用 展开 定理 计算 象 原 函 数 


定理 7.3.3 展开 定理 ”如果 函数 FG) 在 co 点 处 解析 , 且 
limFG) = 0,8] FG) 在 {z;R < |s| < oo) 内 , 则 其 罗 朗 展开 式 为 
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ume s" 
那 末 


fa)-L'[FG)])- > E (7.3.3) 
HE BA JA M. 


例 20 求 の = ニア [Le 
解 因为 limF(s) = = lim Let 一 0, 而 
1 ュー 1 や (1*1 


E se np s 


C CI" 1 
a sU 


所 以 由 (7. 3. 3) 式 得 (の = 5 ‘= 


Gp 


ERSO 又 可 记 为 fd) = JQ VT), Kr JO = や 
Cp Gp REM EIK (Besse) 函数 . 


$7.4 9 函数 简介 及 其 拉 氏 变换 


7.4.1 9 函数 的 概念 


9 函数 在 科学 技术 领域 中 的 应 用 相当 广泛 ,通常 用 以 表示 点 质 
量 、 点 电荷 、 集 中 力 、 点 光源 和 人 尖 脉 冲 等 一 类 理想 化 的 物理 现象 ,此 处 
只 作 通 俗 介绍 . 


考虑 如 图 7-6 所 示 的 矩形 电流 脉冲 , 它 的 解析 表示 式 为 
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Un 


On n n 


图 7-6 图 7-7 


の t, 0 で 4 (7.4.1) 
ge. (t) = , PE 
。 其 他 . 


图 中 阴影 面积 的 数值 为 总 电量 , 称 为 脉冲 强度 . 在 此 
の .( の dz = 1. 


在 脉冲 强度 不 变 的 条 件 下 , 随 着 r 逐渐 减少 ,矩形 电流 脉冲 就 变 
得 越 来 越 陡 (如 图 7-7) ,因而 有 


0, tz; 
limó,4) = | (7.4.2) 
r0 oo。 t-—0Q. 
lim| à, (Odi = 1. (7.4.3) 


在 经 典 分 析 中 ,lim6.(t) 是 没有 意义 的 ,因为 没有 一 个 函数 满足 
条件 : 


ô) =0, ts50; 
| (7.4.4) 


| 8( の dz = 1. 


这 是 一 种 广义 的 函数 ,叫做 函数 . 直观 上 可 以 认为 lim6.(z) 是 
宽度 为 0. 振幅 为 无 穷 大 .强度 为 1 的 理想 单位 脉冲 . 狄 拉克 (Dirac) 
正 是 依据 这 种 直观 想象 ,以 (7. 4. 4) 式 作为 8 函数 的 定义 的 ,8 函数 
通常 用 图 7-8 表示 ,图 中 矢量 1 等 于 脉冲 强度 . 

在 上 述 讨论 中 , 作 时 间 平 移 , 就 得 到 如 图 7-9 所 示 的 + 二 处 的 
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の t 
图 7-8 
6 函数 8C4 一 to): 


SG—t) =0, txt 
ir à — toddt = 1. 
lh E BER CO 是 函数 族 9. の) 的 一 种 广义 极限 
t= limò; (2), 
面 (7.4.4) 式 则 是 极限 过 程 
F 8 の dz = limf” dt = 1. 
我 们 称 0.00 为 9- 型 函数 列 ( 族 ). 它 不 是 唯一 的 ,凡是 满足 
lim8. の = 0, r0 
sr dWdt = 1 
的 函数 列 , 均 是 6_ 型 函数 列 . 例如 : 
(1) 高 斯 函数 列 


1; t 
G,Q) = e 7 Q(Qr-*0' HD; 
nx 


1, It < 7 

0, 其 他 

都 是 常见 的 9- 型 函数 列 ,它们 的 广义 极限 都 是 6 函数 . 
我 们 定义 


(2) em | (r—0HB 


* 221* 


[ooa 和 limf 7 の 8. の de (7.4.6) 
其 中 a 和 2 可 以 分 别 为 一 co, + co. 24 a = 0 或 b= 0 时 , 则 分 别 理 


解 为 0 Ro. 
可 以 证 明 ,对 (7. 4. 6) 式 左 端的 积分 可 采用 通常 的 积分 方法 ,如 
换 元 积分 法 、 分 部 积分 法 等 . 


設 f(t) 是 任意 一 个 连续 函数 , 则 由 (7. 4. 6) 式 可 得 
fO), a[<0<b; 
road = A O (7.4.7) 


再 由 (7. 4. 6) 式 及 变量 替换 得 


; fü), act «bh 
[re -war - 1 DET (7. 4. 8) 
» 0, at, X 5 — t. 


特别 当 a = 一 co, 一 十 co 时 ， 
jn fS 一 todt = f(to). (7.4.9) 


这 是 9 函数 最 主要 的 性 质 , 称 为 8 函数 的 筛选 性 . 
在 LT 中 ,6 函数 与 常 义 函数 の ) 的 卷 积 仍 定义 为 


© 当 a = 0( 或 64= 0) 时 ,对 不 同 的 5- 型 函数 列 ,(7. 4. 6) 式 可 能 有 不 同 的 值 ,例如 
取 


1 
8 の = mar の 。 8 の = 1 CT 
0， 其 他 ， 
则 
soc = lim f ern =1. 
o reojo T 
若 取 
1 
$0) = limgr( の 。 gk -1 r >g 
m 0， 其 他 ， 
则 


f. が の ed = imf Le-a = L., 
i oja f 2 
故 当 a = 0X5 = 0) 时 ,要 明确 指出 它 是 0- 还 是 07. 如 果 不 特别 说 明 , 一 般 规定 a 二 0 是 
指 a=0+.b= 0 EH b = 0-. 
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fa < SG) 一 frou — dt t>0, (7. 4. 10) 
o 
于 是 


[rea で dc [re 18 Gd = f), 
Bn 

Sa) #0) = f). (7.4.11) 

这 说 明 在 函数 的 卷 积 运算 中 ,6(4) 起 着 単位 元素 的 作用 
9 函数 也 有 导数 . 如 果 对 任意 一 个 有 连续 导数 的 函数 f(1) , 均 有 
MOT 一 一 [^«9oa. (7. 4.12) 
则 称 が 为 8⑦ 的 导数 . 这 是 一 种 广义 导数 ,其 中 a 0 2 的 意 叉 与 
(7.4.6) 式 同 .9 O 又 称 一 阶 脉冲 函数 (相应 的 6(t) 称 为 零 阶 脉冲 函 


数 ), 它 在 工程 技术 中 常用 来 描述 集中 力矩 ,电极 矩 等 量 . 
仿照 (7.4. 12) 式 ,6 函数 的 二 阶 导数 ぐ "(⑰) 定义 为 


h b 
[roca 一 (一 ix の (の 9@( の dz 


(n = 01,2,…)- (7. 4.13) 
根据 (7. 4. 13) CT. 4. 7) 式 , 立 即 可 得 


| roaroa = (DFO) (n= 0,1,2). 
; 


(7.4.14) 
6 函数 还 可 以 看 作 单 位 阶 跃 函数 u(t) 的 广义 导数 , 即 
à) = u'Q). (7.4.15) 
事实 上 ,根据 (7. 4.7) 式 , 
9@( の dz = u(t), 
由 (7.4.14) X, 
à (à) — u'"* (0). (7.4.16) 
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7.4.2 9 函数 的 拉 氏 变换 


根据 LT 的 定义 
LIG] = に “Sdt, 


H (7.4.7), (7. 4. RCT. 4.14) 式 可 得 


L[900]— 1; (7. 4.17) 
[9 一 6)] = e^"; (7.4.18) 
L[ó"()]- s. (7. 4.19) 


实际 上 ,由 (7.4.15) RE LT 的 微分 性 原 , 有 
LOJ = sL[u0] — 5 * 3 — 19; 
[9 の の] = LD] = s". 
由 (7.4.17) RE LT 的 时 移 性 质 , 有 
LSG — to)] = e^^L(960] = e^"; 
由 LT 的 卷 积 性 质 , 有 
L^[1*FG)]— fA xea) = fA). 
这 些 结果 表明 ,LT 的 基本 性 质 对 9 函数 仍然 成 立 . 


例 21 RSO = S96 — nT) 的 LT. 


E fo 表示 一 系列 作用 于 时 刻 = nT (n = 0,1,2,…) 的 单 
位 脉冲 ( 见 图 7-9) ,是 以 了 为 周期 的 周期 函数 : 


L[f@®]= Supe nT)] = ぷー ーー 


@ 由 (7.4.6) 式 可 知 , 送 時 (7.2.13) RP SHOO 应 为 
JPO) = FPO), k—0,1,2,"n — Y. 
由 于 t 关 0 时 ,6(1) = 0, 因 而 上 关 0 时 ,840() = 0, BEUL O0 (07) = 0,6 = 01,2, 7n. Mc HR 
(0.2.13) 式 得 
[9 の (の ] = PLW]. 
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$7.5. 拉 氏 变换 的 应 用 


在 电路 理论 与 自动 控制 理论 的 研究 中 ,我 们 常常 要 对 一 个 系统 
进行 分 析 和 研究 , 以 建立 这 些 系统 的 数学 模型 . 在 许多 情况 下 ,这 种 
数学 模型 可 以 用 一 个 线性 微分 方程 来 描述 , 这 样 的 系统 即 为 线性 系 
统 . 根据 拉 氏 变换 的 线性 性 质 、 微 分 性 质 及 其 他 性 质 , 可 以 将 一 个 未 
知 函 数 所 满足 的 常 系数 线性 微分 方程 的 初 值 问题 经 过 拉 氏 变换 后 ， 
转化 为 它 的 象 函数 所 满足 的 代数 方程 . 解 此 代数 方程 ,然后 再 取 拉 氏 
逆 変換 , 就 得 到 原 微分 方 程 的 解 . 

用 拉 氏 变换 方法 解 常 系数 线性 常 微 分 方程 初 值 问 题 的 步骤 ,可 


用 以 下 框图 表示 (简称 LT 法 ): 
YO 的 微分 方程 取 拉 氏 变换 象 函数 X(s) 的 代数 方程 
(附件 有 初始 条 件 ) ( 包括 初始 条 件 ) 
解 代数 方程 


经 典 方法 求解 


xu) 
( 微分 方程 的 解 ) 
与 经 典 方法 先 求 微分 方程 的 通 解 .然后 再 根据 初始 条 件 确定 其 
任意 常数 的 求 特 解 的 方法 相 比 ,LT 法 有 以 下 几 个 优点 : 
OD LT 法 把 常 系数 线性 微分 方程 转化 为 象 函 数 的 代数 方程 ,这 


个 代数 方程 已 “包含 ”了 预先 给 定 的 初始 条 件 , 因 而 省 去 了 经 典 方法 
中 由 通 解 求 特 解 的 步骤 . 


m 解 得 Y(s) 
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(2) 当初 始 条 件 全 部 为 零 时 (这 在 工程 实际 中 是 常见 的 ), 用 拉 
氏 变 换 求解 更 为 简便 . 

本 节 主 要 讨论 LT 在 解 常 系数 线性 常 微分 方程 (或 方程 组 ) 方面 
的 应 用 . 


7.5.1. 常 系数 线性 常 微 分 方程 的 初 值 问 题 


设 线性 系统 可 由 方程 ; 
y? a, ay" ^F bay 十 aoy = fü) (0.5.1) 
来 描述 ,其 中 Z。,2,,…,2,-」 为 常数 ,而 且 
yP) —y, (一 0,1,2, カー 1). (7.5.2) 
i 7[y( の ] =Y), LO] = F(s), 因 为 
L[y"]-sYG) — sliyo — +y, ーー yi 
(k = 1,2, sn), 


k 
BG) = sly 十 $y 十 十 Yi 二 Misty j 
i=) 


(k = 02,2). 
此 时 对 (7. 5. 1) 式 两 边 作 LT, 由 LT 的 线性 性 质 便 有 
G" + a, us! Rn Haus 十 ao)Y(s) — EB,G) 
cta aBuaG) + … + a B, (s)] = FG). (7:5. 3) 


QG) = sa, as o Has Has = Mas" (a, = 1), 
k=0 
(7.5.4) 


BG) = B,G) + a,,B, 4G) + 0 + aB, (s) = DaBi(s) 
k=1 


n k 
=N a i e= (7.5.5) 


k=l lsi 
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由 (7. 5.4) 53 (7.5.50 3X. 07.5.32 式 可 写 为 
QGYYG) 一 BG) = FG), 
其 中 多項式 Bec cin 解 之 得 


Y(s) = [FG) + BG)]. (7.5.6) 


ac ) 
再 由 拉 氏 逆 変換 , 即 可 求 得 原 微分 方 程 的 解 y( の . 

当初 始 条 件 均 为 零 时 , BD y = 00 = 0,12, — D, 
B(s) = 0, 从 而 BG) = 0. 这 时 ,(7. 5.6) 式 简 化 为 


YG) = Z—F(). (7.5. 7) 


ac ) 
在 工程 技术 中 ,通常 称 (7. 5. 1) 式 中 的 f(z) 为 系统 的 激励 (或 输 
人 ); 称 满足 初 值 条 件 (7. 5. 2) 的 微分 方程 (7. 5. 1) 的 解 y( の 为 系统 


的 响应 (或 输出 ); 称 ts; 为 系统 的 传递 函数 , 它 刻画 了 系统 本 身 的 


特性 . 
例 22 求 方程 多 十 4y 十 3y — e ,y(0)0 = y'(0 = 1 的 解 . 
WO 设 ZLy()] =Y(G), 对 方程 的 两 边 取 拉 氏 变 换 , 并 考虑 到 
初始 条 件 ,得 


G* + 4s +3)Y(s) — s — 5 = 


1 
s 十 1 
这 便 是 y(t) 的 象 函数 Ys) 所 满足 的 代数 方程 . 解 出 Y(s) ,得 
Y= s 十 65 十 6 


Gc DG 3)» 
将 它 写成 部 分 分 式 的 形式 


出 二 3 

2. i 
YG) 5 i l3 
取 拉 氏 逆 变换 ,最 后 得 

x = lta 2067 一 3e7*]. 


这 便 是 所 求 方程 且 满 足 已 知 初始 条 件 的 解 . 
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7.5.2. 常 系数 线性 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 


例 23 求 方程 组 
アー キーy ッ =eー2 
ー ィ ー2y -- zr ——t 
満足 初 始 条件 
y0) テマ (0) テ 0 
pni デマ (0) テ 0 
的 解 . 


解 ”对 方程 组 两 边 取 拉 氏 变换 . 设 工 [y(t)] - Y Go L[z(0] = 
Xs) ,并 考虑 到 初始 条 件 , 则 得 


[eo — $XG) 4 sXG) — YC) = 2 


ミー 1 s?’ 


lyo — s$X(s) 一 2sY (s) + X (s) テー i. 


整理 化 简 后 得 


E 二 二 5 十 2 
(s+ DYG) 一 sX(s) = TGD? 

2sY (s) — (s + DX (s) テー 
解 此 代数 方程 组 ,得 


YG) 


ENS TENE 
sG—1»Y 


2s —] 
ss 一 e 


Tp LEE 


1 Š 
5G— D^ XG) 


利用 留 数 方法 计算 象 原 函 数 对 于 Y(s) = 
yO =1+e(t— 1), 
因为 X(s) = ュー 具有 两 个 二 级 极点 :s = 0,s = 1, 所 以 


x(t) = lim d [を 一 ine J+ lim HE ter] 


so ds 
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lim[? 十 (25 一 Dt, 2(2s — De] 

s G — D* G — 0)» 

2-E(25 — Dt, . 2(25— De" 
2 で 


s s 


+ lim[ 


所 以 
y(t) 一 1 十 et 一 1)， 
Us 一 一 上 十 如. 
这 就 是 原 微分 方程 组 满足 初始 条 件 的 解 . 
例 24 质量 为 m 的 物体 , 挂 在 劲 度 系数 为 & 2 
的 弹簧 的 一 端 ( 如 图 7-10 所 示 ), 作 用 于 物体 上 的 
外 力 为 の . 若 物 体 自 静 止 平衡 位 置 y — 0 开始 
运动 ,不 考虑 阻力 , 求 该 物体 的 运动 规律 y CO. 
解 ”根据 牛顿 (Newton) 定律 ,有 m Y 
my" — f(t) — ky. » 
其 中 一 ky 由 虎 克 (Hooke) 定理 所 得 ,是 物体 回 到 图 7-10 
平衡 位 置 的 弹簧 恢复 力 , 所 以 物体 运动 的 微分 方程 为 
my" + ky = f(t), 
H 
y(0) = y (0) = 0. 
対 方 程 西 辺 取 拉 氏 変換 . 役 [y(O] = YG), LS] = F6), 
且 考 虑 到 初始 条 件 , 则 得 
ms!Y (s) + kY(s) = FG). 


2 ん 
W o = m 
で + oDYG) = L FG). 
m 
由 此 解 得 


zco= 直 | G ] Fo. 


mw s* + w) 
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因为 L[sin ex] = 二 一 一 ,由 卷 积 定理 知 


y(t) 一 B wot x f(t) 
mo, 


zd | /esin w(t — r)dr. (7.5.8) 


mwoJo 
当 具 体 给 出 /⑦) 时 ,可 以 直接 从 象 函 数 Y(s) 的 关系 式 中 解 出 
y(t). 
例如 , 当 物 体 所 受 的 作用 力 为 
f) = Asin et CA 为 常数 ) 
LE 
LES] = zm 
所 以 
Wo 
mo, s? 十 o A 5; +a 
Aw 1 | 1 1 | 
SHa sow] 


Y(s) = 


从 而 
Aw 
m(w 一 w) 
A 
— mala 一 oi) 
这 里 w 为 作用 力 的 频率 (或 称 扰动 频率 ). F oA wm, 运 动 由 两 种 不 同 
频率 的 振动 复合 而 成 ; 若 w= w( 即 扰动 频率 等 于 系统 的 固有 频率 )， 
便 产 生 共 振 ,此 时 


Sin cot sin wt 
wo 


yo) 


(wsin wot 一 «sin wt). 


Yd) = 


mE 2) 
由 例 14 知 


A. 
t) = ——sin wot * Sin w, 
yt) jux ot * sin ext, 


由 例 15 知 
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EA D psit. 
ya) 一 uus Lf 7s tcos a | 
= Csin (wt — P). 
其 中 
A 1 
C テ ュー パ 1 十 だ 。 p= arc cos —————. 
2m A n 


显然 ,从 理论 上 讲 , 此 时 振幅 C 将 随时 间 无 限 增 大 . 然而 事实 上 
在 振幅 相当 大 时 ,系统 或 者 已 被 破坏 ,或 者 已 不 再 满足 原来 的 微分 方 
g 又 如 , 当 Fo) = w(t) 一 u(t — 7) 时 ,由 (7.5.8) 式 可 得 
yo = fiw — «(à — 5) Jsin olt — à)dà, 
当 0< 上 <r 时 ， 
yo = zi. sin wl — DdX = LC — cos wt), 


4> rh, 


f [ud2) — u(A — r) ]sin w(t 一 dA 
0 
= [Eo — u(À 一 ィ ?) ]sin w(t 一 dA 
9 
T [o — u(À — r)]sin e € 一 dA 
i [sin wt — dA 
所 以 
y = sin wa — Daa 
7 の Jo 
一 mas [eos w(t 一 て ) 一 cos wt]. 
该 拉 氏 逆 变 换 也 可 以 由 时 移 性 质 得 到 . 因为 
Fo) = tae, 
EJ 
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1 F6) 1 


证 ms +o msi 十 apa e 
而 
a 1 E Y s ] 
Eom) ab x3 
= da — cos wt), 
所 以 


LU [L5] is cos wlt — Dult — DJ, 
SMS 0 0 


ya) P cos wt) — (1 — cos w(t — t)u(t 一 て) ]. 


显然 ,这 与 上 面 的 计算 结果 是 一 致 的 . 
7.5.3 某 些 微分 积分 方程 的 初 值 问题 


例 25 对 RLC 串联 直流 电源 (如 图 7-11) 的 电路 系统 求 回路 
中 的 电流 i(). 图 中 R 二 2 NER HERLAER CHER. 


解 ”根据 克 希 霍 夫 (Kirchhoff) 定律 ， L C 
d kl | 
ug) + uelt) + us) = E. Au [a 
其 中 
UR) = Rit) ilt) = Cs, 图 7-11 
即 
uc) — fod 
Cl i 
u(t) = LS, 
代入 上 式 , 可 得 
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LS E RiQ) 4 cJ ie E. 
i(0) = iC) = 0. 
对 方程 两 边 取 拉 氏 变 换 , 且 设 L[i(t)] = 1(s), 则 有 
E 
5 


LsIG) + RIG) + ŁC) = 
Cs 


所 以 


AA ュー 
(s T 2L) P (cr AD 


2 
nez Late - dio Bis oo aus 


E の 
IG) = ーー. 
L8 Rs 
Gr 2L) +a 
取 拉 氏 逆 变换 ,得 
i) = Ee Bsin at, 12 0. 


该 解 表明 ,在 回路 中 出 现 了 角 频 率 为 @ RERE RD DG 
FA RI 2 J£ 时 ,电流 7 の 的 表达 式 如 何 ? 


习题 七 
1. 求 下 列 函 数 的 拉 氏 变换 : 
(D f(t) = sin (cos t; (2) f) = sh at; 
(3) が (の = cost; (D) f) - t. 


2. 求 下 列 函数 的 拉 氏 变换 : 
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oxcram; 


sin t, 
(1) の 一 | 
0, t> mx. 
00 SS 
(2) fa eee 


0. z2. 
3. 求 下 列 函 数 的 象 原 函 数 : 
M XT. ES 
CD FG ニュ キイ G) FG — G E3)G4 5! 
cl at 
(3) rc = ニナ sl 


B 


4. 证 明 LT 相似 性 原 , 即 設 LC /G00] = FG HU 
[7 の ] = Lr) G0. 
5. 求 下 列 函数 的 拉 氏 变换 


(D の = 1 te; (2) f(- 去 sin ats 
(3) f() = e-"sinst; (④ fO) = u(3t — 4); 
(5) fU) = Pult — 1); (6) f() = tHe; 


(7) 7(⑦ = (十 1)"(n 是 一 个 正 整数 ); 
(8) f0) = ult 一 Du 一 2); 
(9) f(t) = u(t 一 2)sin t. 
6. 求 下 列 周期 函数 的 拉 氏 变换 : 
(OD fa) =e 0 ご 7 ご 2、 
fü) = fa +2); 
(2) E 7-12 中 所 示 的 单位 脉冲 函数 . 


7. 利用 (7. 2. 22) 式 求 下 列 积分 值 : [773 
es I cu 

Q) [ &*a, 2 3 
i 7-12 

(2) | Te — edt, (a 0,627 0). E 

8. 求 下 列 函数 的 象 函 数 : 

(CD fu) = [esin zdz; en fa) = t| esin zdz, 
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(3) fa» =f 


ema (4) fU) = te^ "sin 2t; 
o z 


(5) fu) = [sinas 
9. 求 下 列 画 数 的 拉 氏 逆 変換 : 


ーー 
(0 FO YC Di! 
ー 5s +3 
QIFGO C DG E235! 
^ P [e 
(3) FG) Q4) PO ニー テー 
2 
(5) FG) = In ; (6) FG) = In HH, 
$— s 
E S PA sS 
D FG = FF (8) FO = FET 
10. 求 下 列 函 数 的 卷 积 : 
(1) sin£*cos t; (2) txe; 


(3) f) # ult — a). (a > 0); (4) t sh i. 

11. 求 下 列 微 分 方 程 的 解 

d) y” +2y — 3y = e™',y(0) = 0,y' (0) = 1; 

(2) y" — y= 4sin t + 5cos2t,y(0) =— 1,y' (0) ニー 2; 
(3) y" — 2y' + 2y = 2e'cos t,y(0) = y' (0) = 0; 


(4) y + 2y" + y = 0.y(0) = y' (0) = y” (0) = 0,y"(0) = 


S 1,0 委 上 之 4， 
(5) y” + 4y 一 y0) = 3,y (0) ニー 2. 
0,27 4, 


12. 求 下 列 积分 方程 的 解 : 


(1) ya) 十 foc — u)e"du = 2t 一 3; 


(2 y) 一 fe ー r)y(r)dr = t. 
o 


18. 求 下 列 微分 方程 组 的 解 : 
o t PETR 

y! + 3x — 2y = 2e' 
[(2z" — x! + 9r) — (y+y +3y)=0 
La" T0) — G"— y 4 5y) = 
T(0) = 2 (0) = 1,»(0) = YO) = 0; 


z(0)— y(00— 1; 


(2) 


l; 
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+ 2rd [on 一 上 
(3) D z(0) 一 1,z(0) =— 1 


x" + 2x' + y = sin2t 
' — 2 = f() 
a e y0) = y' (0) = z(0) = z' (0) = 0. 
y'—z'bz-—0 
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` 
a7 — 7) a (マーラ) 
oz) 8 = [aii — 2, " z : 
(の = prip le] PHT 07 (°2)3 T “2 
s 
[Cn] 6 COA z = (so HEY -( MD xd (DY 
CAB DL 3)9H| FAH- 0 = (C2), = C2) (53 9 
0 # (92)3 
n 
D y. | 
CSS CL = Cross ypy | 9BIC YN OVE DY g 
w EEIIPIOETZ nL 
0X Cal 
z 
Ga = Crus] Wang 0 = (DY Qi 
0 Æ (2) 
PR f [154 
(Cs cung —[ui/jeyw | | tes E 
H3 GfC? z) uy 
| LET 
2 rog CO " [GT] 
0 = [?2* Sa | 
Cea FGF BIG (Oy C03 qz LE 
o-[*(0)/jJex| EEF u 0 = (2/(2 — z)un Cf I 
Y VE B UY 3 [2 f 9 + x 


まさ の | 


I XH 
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URN 02 3) 004 与 COS WAT 00/3028 


CD ee — z) = (x) die 


LAM mè y+ Ow (DY .。 
1 D ey (DF 
(エー めで の os CO [2E £2 KOLE: d e 
(rA M T realen 

DEC 
it 一 め un NOT SAGI MESE 023) (26 (Df "8 
[Gm Ceー タ ) 
> 7 AT 

EVREN 23) LELETO 43 X X eJ 
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一 


WéESRICIWX OOU 


ETT "T 
6e un GeT.,. 
wxmksgory OUI = Tena J 717 
FUER u 
EN u Y KIEL, (0 ik Dd 
l yyy El S ood am 
DEBY = 
WAT 3 (0/12 ニ 7 WORSE EEEEHCT 9 31 00/00 rp; | 一 7 2 
| WX TEX OSO 
2 。 30 20 
q-arppMT-OeX 。 
T1 E243 X3 603 XE | 9P( の mm の sg| = 1 1 
al 
TYMUue:o/Iqu-I 
¥ y "m" [TT 


X VM GC IER 


1 ÉH 
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(0 こめ 


[TP の ee | Jur = 7r v [dfe (2) " 
T * o (の pe の ou | ニッ 9 

d. 

"x (0 そめ 

TIPE) fn? | Jaq = ! " jt 
[zp fh CE HHK (2)/ の pe の rows | zs 

OD. /。 
atuku OD 


OE T 
WT E COS m) e = 


yga El S osa 
WOWSVUHUEROCT 9:3: CO /0D 


WX» JO 


(0 <») 


rp の ee | =1%* 


+# 党 


LESA 


1 EHG 
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HRI 拉 氏 变换 主要 公式 表 


fa FG) = re 
L Ü 
1. a fi) + aft) a FiG) + a;FiG) a, 和 as 为 常数 
2. f(at) lp) 2-0 
a a 
È 
3. f(t — to)ult 一 to) eoF(s) to>0 
| = 
4. ev f (t) F(s — so) 
4 


SFs) — fot) 一 … 
5. f" () 一 プリ (01 ) 要求 が "(の 
Y n 三 1,2,…,n 一 1) 是 象 原 函数 


6. (一 の " げ ( の [に 
ard { 
7. テバ の | [reos 
8. [ron lro 

M ds 
9. [^o^ — r)dr F,G)F;G) 


7 
| fe "dt 
o 


10. 7 の — fa - T) 


11. limfa) = limsFG) 


| 


要 求 lim SORE SFO HERE 


ReG) < oo 内 
——M— —MÓ——— BÉ m Rad 


12. limf) = limSFG) 
t 0 
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附录 NW 拉 氏 变换 简 表 
fa) FG) 
1 11 i 
s 
2 le 1 
Ss 一 @ 
3 |" m>- Ertl 
Ti 
4 [mer D 了 Cn 十 1) 
G 一 ant! 
5 sin at 3 
sat 
6 cos at z 
$ + aè 
7 sh at = 
= 十 aia 
8 ch at = 
s? dang aè 
9 tsin at 
+a) 
10 | tcos at EL 
(s+ a*y 
11 | zsh gr ーー 
(s? el a*)* 
12 | tchat zi Eu 
(è 一 aè)? 
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续 附 录 V 


13 


14 


fa) 


F(s) 


t"sin at(m >— 1) 


t"cos at(m >— 1) 


DO + 1) 
2iG? 十 az) 
— ( — ia)**!] 


・[G + ia)7*! 


Dm» 
EG pane 


+ (s — ia)"*!] . 


* [G + ia)7** 


e^"sin at 


a 


GB Fa 


e^"cos at 


stb 
(s +b) +a 


£s + bsinc + acos c 


17 |e "sin(at + c) GID ES 
18 | e~“cos(gz + c) RM 

19 | sin?at Ee s 

20 | cos'at i 

21 | sin atsin bt BESTES Du Yum] 
cat aps [CETT 

23 | ae" — be" で M 5 

24 | 二 sin at 一 sin bt v m. 


rl TES でき Aa Ehosrit Put dr 
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续 附录 N 


fa) FG) 
v. che (の 一 a*)s 
25 | cos at — cos bt Gr aDG E B5 
X ear si ud お 
26 p (at — sin at) [zz da 
1 $ 1 
27 (cos 一 1) 十 ae 25 
1l =1) = テー ユー 
28 [* (ch at 一 1) 24 SG a» 
0 ui = mio 
29 as sin at — atcos at) GUT a» 
30 Lesin at + atcos at) ERIT 
2a G* + aè)? 
エロ ュー Lt c. 
31 p (1 — cos at) zas" at sGE ay 
E E CEN 
32 | Q— «De (s +a)? 
a >j s 
CEU zl. Gay 
1 
34 sG +a) 
t e) zuo o 
35 a SG at FD) 
e" 4 es 
3e (b—a)(c—a) (一 の < 一 の 1 
e G 十 の G⑤ 十 の G 十 c) 
CEDIES 
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续 附录 NN 
fa FG) 
^] ae" 十 be^ ゴ 


37 (c — aYXa — b) (a — 5) —c) s 
ce^* G Hr a)G +G Fo) 
* (b — cYX(c— a) 
D 
m (c — a5 ~a) 一 の < 一 の s 
n ce G Hals 3-0) 3 c) 
G — (a — 0) 
39) | € 3 — e""[1 — (a — 5] 1 
(a — by? | (s + a +5) 
4o | La — bla — ble — ae E 
(a — b)? (s H- a) +b) 


| 


1 ee rm el) se 


ー ト - 


42 | sin at ch at — cos at sh at 


上 


すみ 
43 gsSin at sh at 


44 gs Gh at — sin at) 


45 | S. char— cos at) 
Za* 


1 
46 一 
Vu 
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fa 


48 Ua + 2at) 
49 | Tm (e* — e") 
50 PS 2 at 
51 7^ 2 Vat 
52 Jem Va 
53 «rca 2 Vat 
54 | ナー の 

55 sh at 


56 | £a — cos at) 


57 


a ch a) 


58 | Tsin ar 


Lech at — cos bt) 


sina V 


fa 1 FG) 
1 ソー 1 € (去 和 
(2l BM (a2 0) ererfc 
dir "uid Ets 
T 
62 rte VT —e VT 
loe* e テ 0) Jc 
e u a -a s 
63 Vr -z Fe 
64 ed L| («420 Je erfc(as) 
2a s 
1 1 
65 | =a e"eríc( v as ) 
v n +a) Ys 
1 1 
erf( V at ) ーー 
s$ va svs+a 
1 1 
67 e“erf( v gz ) r 
va VSG —a) 
1 Va et wa 1 
68 | — == — V a e"erfc( V at ) ーー ーー 
nt Vs 十 Ya 
69 
at 
eerte Var) TE 
t 1 
» [2] «2o er—D 
1 -1 Gs 
71 | leosatl (a2 0) Getz 
i T 
72 | lsinat| (a>0) 7 E: th 22 
73 | 9 の } 
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RN 


fa FG) 
74 | 9 一 2) (a0) 
75 9 (の s 
2 
76 sgn t n 
77 u(t) l 
s 
に 
1 
78 | tu) zi 
E 
BT. 
79 | の $n — D rm 十 1) 
dz ox l--— V AT 
80 | 一 一 sin 5 e sin v s 
vom 2t vs 
1 1 Y. i 
cos 一 - e cos s 
81 /xr 2t rg 
82 sin at Ys-ab—s 
d | sat 
83 l cos at vs Fa 4 s 
Vu MILITIA 
840 | Jalat) | E 
Ys oat 
1 1 
85? | Talat) 
Ep 
[i 
86 ni^ EIE eru 
BER Vs Yita 
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续 附 录 N 


fa) FG) 
7 | J, an — 
? ace s+ Vs 十 az 
pe LG 
88 | Jn) (Ys i 
vs cl 
89 | Lan G0 sa sy 
z 1 = 
90 |J, 2 v t) PRU 
91 | sit Lare cot s 
5 s 
9291 | cit Lin — 
5 4241 
93 | 一 Eic- 2) lmao 
94 f Oae Lins + Vs 十 1) 
95 | sco d 
2s 
注释 


[1] 式 中 a,b,c 为 不 相等 的 常数 . 


[2] erf(x) = fet 称 为 误差 函数 


erfc(zr) = 1 — erf(z) = 


= y^ 
[3] 4,6) = È Hr 


LG) -—i-"J,Gz) = 


2 


Ya 


C-1X* 


2 [etd Bos ica i 


ヵ 十 を 十 1) 


Y 1 
Herr 


C$? BOR — A n Br SUR (Bessel) 函数 . 


(Zyra, 


称 为 第 一 类 虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 ,或 称 为 第 一 类 变形 的 贝 塞 尔 函 数 . 
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sint 
t 


[4] sit = | Ea 称 为 正弦 积分 . 


[5] cit = | se de 称 为 余下 积分 . 


[6] Bi の = f Sa 称 为 指数 积分 . 


ts = f. Eu «of. SALA oim 
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习题 一 
1. i; 
(2) 一 2 十 2 
D lG- sb; 
(4) 5 十 Mi. 
zm 一 
2 コキ ッッ ー コ キッ 
3z (5r + 2+ dy » 


(2) 


Br +2 +9 ' (Sr 24 ow’ 


(3) T? 一 3ry', 3a? y — y). 


3. (1) 2e, 


(2) ef; 
LAT UNE AERA) 
(3) 2cos zt! ( 或 2cos 2 (cos 2 十 isin 2 m 
(4) e". 
4. zz; = 2eii E 一 ide 


5. (De 37 (k= 0,1,2); 


(2) — 16V 3 +i); 


( 2e (k = 0,1). 
6. 利用 lz* 十 1| < Izl* 9 1. 
7. cos30 = cos* 一 3cos の ・sin* の . 
8. 利用 zz = |z|?. 
9. 提示 :证 明 P(z,) = PG. 


10. (Do e P (k=0,1,2.3); 


ise 
T 
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Q)nu-e? mi (k=0,1,2,3,4). 
14. OD 负 实 轴 ; 
(2) 一 二 直线 ， 
(3) 右 半 平面 :{z iy) Ix > 055 
(4) 以 一 i 为 中 心 ,半径 分 别 为 1 和 2 的 同心 开 圆 环 ; 
(5) 以 原点 为 中 心 .2 为 半径 、 虚 部 大 于 1 的 岡内 弓形 区 域 ; 
(6) 以 原点 为 中 心 .半径 为 2 的 圆 外 ,与 以 3 为 中 心 .半径 为 1 的 圆 外 的 
公共 区 域 ; 
(7) 以 1 为 中 心 .半径 为 2、 幅 角 从 0 a 的 扇形 区 域 ; 
(8) 以 y — 工 为 分 割 线 的 右 下 半 平 面 . 


习题 二 
・ 左 半 平 面 : ど = {w = u + iviu < 0}. 


2. 带 域 :.G = {w =u 二 iv;0 二 v 二 8}. 
3. 圆 域 :G = {w = u + iv; (u — 3)! +v <r’) x 
G = {wlw— 3| <r}. 
: f(z) _ f(z) 一 f) 
4 提示 :改写 gCz) ^g 一 g) 
5. (1)1; 
(2) 不 存在 . 
6. (1) z = 0z = i,zs =— i; 
(2) z, = ae PE Ck = 0,1,2,3); 
(3)z= 0; 


(4) z, — krii (k —0, E 1, E 2,7). 
8. 1) 在 (7,y) = (0,0) 可 导 , 但 在 全 平面 上 处 处 不 解析 ; 
(2) ERR y= + 上 可 导 , 但 在 全 平面 上 处 处 不 解析 ; 
(3) 在 全 平面 C 上 处 处 可 导 , 解 析 ; 
(4) 除 在 = = i 点 外 处 处 解析 - 
10. (1) 是 ; 
DE. 
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12. 是 . 


14. (1) gr,y) = 1 rag 


z = ーー 
コイ メタ ・ f(z) = 2 ; 
Q)uGr,y)— A — yD t d, f(z)= 22° +1; 
(3) vlz,y) =— e'cosy +C, f(z)—-—ie + iC; 


十 


W uGr X) = Tant c y) 十 C， fG) = Ine C. 

15. a = d = 2,b = c =— 1. 

17. (D itti = je) gp ei EU Le EHPSQLL 0, 1, d 2,4 
(2) cos2 * chl + i sin2 * sh}; 
(3) In5 + i[(2k + 1)x — arc tan il € —0,t1 t£2,7); 
(4) etUm! (L0, 1.0 2,2. 
(5) e's, 

18. (1) e***?cos3y, e? *'sin3y; 


(2) sin(e'cosy + 1) * ch(e'sin y),cos(e'cos y + 1) * sh(e'sin y); 
(3) e "cos(1 一 2y),e "sin(1 一 2y): 


(4) ei^ , cos £y i i e/o 5 a sin Pom 
19. (D 成立 

(2) M arg z Æ x HRY: 

D 成立 
20. (D s — In2 E CL 20x. (k= 0, x 1, 2e 


(Da 一 2: Dm (—0.-1.4 2e 


(3) z = ef. 


习题 


i 
1. 0 2t. 


(2) (a) 2ri; (b) 1. 


i 
(3) 一 3 
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4 提示 : 原 积分 =- i h rco c 一 < の ds = o. 
1 


其 中 C:lz 一 zo|=r>>0. 


s. Bn A O2 在 C 及 其 内 部 解析 . 


6. D 成立: 
(2) 不成立 . 
7. (1) 27i; 
(2) 0; 
(3) 0; 
(4) ri; 
(5) 0; 
(6) 0. 
8. (1) 一 8ni; 


q- 28, 


3 
(320; 


11 . 
(4) 126 


9. $9. = m$ Se 


す タ テー な で ーー 
10. 提示 ,利用 柯 西 积分 公式 ， 
11. 提示 : 令 z = e^ (0x 2), 
= e = em "[cos(sin の + i sin(sin の ]. 
12. (1) 2xicosl; 


(2) 0; 


e 


E 
(3) 3" 
(4) nti; 


(5) 一 豆 ; 


(6) 10xi; 
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(7) 25i. 
H 


13. 提示 : 作 gz) 一 fa ' 利 用 柳 维 尔 定理 . 
14. 提示 : 作 FO = en I FG) — y a r PAMER. 
1. OO (条件 ) 收敛 ; 

(2) 发 散 . 
2，2xi， 

Sh 1 

3. (D R= 到 ,1z| < 2 

(2) R=1,lz—1|<1; 

(3 R=1,lz| <1; 

(4)R= l,lzl <1; 

(5)R=e,lz| «e; 

(6) R=0; 

(7) R=+ co; 

(8) R=1,lz| «1. 

z—l ご .G- 1t 

4. WiFi DS lz—- 1| «2; 

(2) e —e0 e lz — 1| <+ œ; 

Z 
IL S icm 
の Fat D'z |z| <1; 


1 3 E 
(OE Zae D lz 一 11<1 


1 1 N35 PE S —D* 
(5) rT 2A O lz— 1| <3. 


气 
H S " ^ 
5. D quu LC D+ De lz| <1; 


gin 


Grp Fete 


(2) sin) = > (一 1 
Z 
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2» „+2 
(3) ze = $15 ep <+ o. 
en 


7. 提示 :由 IRe C.| < IC,I. 


n=l - "=l 
1 (0) 一 3] 一 ZZ 2<lzl<3; 
n=l n=l 


z 


バー D'7n 
(の フル ーー で i-i 
»» (z— 10D 


TEE S conr 
G) sin A = eosl P F De pem 
í `a 1r 
+ sinl 2 met 0< |z +1] <+ oj 
DNE PNE E M - b 
(4) e- = P»: D'ius (0! ニ 1).0 く | «to 
TS 
G LEID 2 1)"z oc lz|<1; 
1 _ や (パー1)* 
ro" x Tue 1< lel «ci 
1 9G 
© iclr;-- à gu: 0<lz+2l<2; 
1 ES E a2 
(0 ーー ラッ D De? |z|«1. 
15. 提示 : 取 C:|<| = 1. 由 罗 朗 级 数 的 系数 公式 
rem 
1 z 
C, — 4.0 = gu $ td Q0. kde) 


HS z= e”, 0 <0 2x, 代 入 计算 而 得 . 


习题 五 
1. (1) = 一 0 单 极点 ;z 一 士 i 二 级 极点 


EESE 


(2) z =e * (k = 0,1,2,3) 为 单 极点 ; 
(3) z = 0, 三 级 极点 ; 
(4) = — 0, 本 性 奇 点 ; 
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(5) z 一 0, 可 去 奇 点 ;zk 一 am (一 土 1, +2 


(6) z = 1, 本 性 奇 点 ; 
(7) = = 1 二 级 极点 ; 
(8)z 二 2i 一 1 与 xz 二 一 2i 一 1, 都 是 单 极点 . 


2. (1) 单 极点 n 一 en (4 — 0,1,2,3) 
1 1 
Ee 
(2) 单 极点 一 hr 十 也 (一 0, 士 1, 士 2， 

Res[tan z;2,] — — 1 


(h- Dx, 


Res[ (k = 0,1,2,3) 


" 0, 2-1, 
(3) Res[ — 5,0] = po 
i n>l; 


z" i SR 
rs— 57 


(4) Res (f;0) = 2, 其 中 z = 0 为 二 级 极点 ; 
(5) Res (/,2) = 1, 其 中 z= 2 为 本 性 奇 点 ; 


(一 1) 
kr + 


(6) Res C/,0) = 0, Res f(kx) = 


“ (7) Res (f;1) ニー cosl; 


L 
e 


(8) Res (f;1) = 2 


2n! 
ma DIG t DI 
S CD, 
"TEE | 


(9) Res (f; — D = (= D^? 


(10) Res (f;0) = 


m 


3. (0D 0; 
(2) 一 27i; 
(3) 0; 
(4) sin t; 
(5) 4ni; 
(6) 6ri; 
(7) 10xii 
(8) 2risinl; 
(9) 10ri. 

4. OD 2zmzji; 
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(2) 一 2xmzi. 
5. Res[fi GO) * fa(2);z0] = 9 GoRes( f, (z);zo] 
t &'GoORes[f;G);z, ]. 
“6. OO 本 性 奇 点 ,Res( プ oo) = 0; 
(2) 可 去 奇 点 ,Res( ア oo) ニー 1; 
(3) 本 性 奇 点 ,Res(f ;oo) = 0; 


(4) 二 级 极点 ,Res(/;00) = T, 


(5) 可 去 奇 点 ,Res(f;o0) ニー 1. 
“7. OD 2ni; 
(2) n Æ 1 时 积分 值 为 0;n = 1 时 积分 值 为 2ri; 
(3) 2xi. 
2n 
43 
L4 


5 
2x 
1-2 


8. OD 


(2) 


(3) 


Ta 
[E 


(5) 


` 


2x 


9. 提示 ,|sin9d9 = i sin6d の . 
$ ; 


10. 0 T 
(2) 
[s 
(4) "C. 

n. o X 
(2) 
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Li 
(3) ae! 


x(ae^^ — be^") 


e 2ab(a* — b) 


3 


x 


ap T abe"; 


(5) 


E esi, 
(6) be "sin at. 


习题 六 
Ovx 
12 
2. (1) 以 ニー lw: ニー iw 二 i 为 顶点 的 三 角形 ; 
(2) AWR iw; |o — i| 过 1). 
4. (1) {w;lm w> 1); 
(2) {wilm w > Re w}; 
(3) {w; — 1 < Re w < 1 H Im w> 0); 
(4) 过 原点 的 圆周 曲线 或 直线 :7(w? 十 zz) + au — Bv = 0; 
(5) {wslw 一 (一 1 十 站 | =1) R 
(w-uciviuc0)'Ó-*oO—nD:-1; 


©) ei he + ÈI >- H Re w> 0,1m w< 0). 


5. (1) zw 一 
(2)w=—i 
6. (1) w 一 
(2) w 一 
(3) w =— iz. 
32S 
7. w= コイ 6! 
ー Gc )0G-i 
Ow-qinorsa-zsx 
8. w= i EH es lel < 1) BO (w = u + ivo > 0). 
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1 


9. w= Klr + iyiy > 0) BO {u 十 iviv > 0). 


ーッ ご 


14. 上 半 单 位 圆 内 部 :{w; |w| 1 H Im w > 0). 
15. (1) fw; lwl < 1); 
(2) {w = u + iv,u < 0). 


ー Gi c 29! — iGt — 2) 
Gy T CERO re 
OE it 
17. w = PII 

2 Hprci 
18. w—e T IIT 


19. (D w = e£ gg w = etd, 


hs Z 

(2) w = ch Æ R w =— Za 
a shi 

2a 

习题 七 


(3) 十 


5 
2s 26:3 5! 
2 
e 人 


2. QD 9 


ーー 
于 十 1 
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8. 


2) Le” — e”) ,Res > 0. 
a) dias 


(2) (マー 3e や 


ど Dp t 
(3)r 一 21 F 可 一 本 
l lcd. 
ep G—1)H 
s 
2 CETS 


5 


ETT 


w tet 
5 


2 2 1x 
(5 て テナー テキ キー)e ; 
rel 
(6) Lead 
GF 
1 1 1 1 
Dam 十 FI tane T TT 
(8) 工 e-a， 
EJ 


cos2 十 ssin2 a 
CE ek e . 

1 — ec 
G+DAITe の 「 
P PN. 

s(1 en 


e 


(2) In —. 


D rGYD 
1 392 十 4 十 2 


D aetti 
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(3) lu — arc tan(s + 1)]; 


4G +3) 


D GFF 


2 
© TG ay 
le ead, 
9. (D 2* e *tye 


(2) e — e™' (cos 2t 一 S sinn; 
(3) lon — cos2t); 
(4) [1 — cost 一 1)]ud — 1); 
(5) shi 

t 
(6) Za — cost); 
⑦ singu; 

4 


(8) 1 (sint — te~), 


2 
10. (1) Lusinr 
e 2 $ 
De-i- 
9, t«a; 
(3) 
[re — ?)dr,z >a. 
(4) sht — r. 
3 1: - 
1 »o0-ie-lec ie zi 


(2) — 2sint — cos2t; 
(3) te'sin t; 
icd 
(4) sint 
(5) y) = seos — singe + ÈG 一 cos20) 


Ln cos2( 一 4)]z(z 一 4). 


12. (00 — 3 + 5t — £j; 
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13. 


(2) sh i. 


a) 


(2) 


(3) 


(4) 


x(t) 


[zo 
lya) 
PO 
ixi 


iya) 


jz 


yu) = 


zë 
: 
=e 
= Lee + 2cos2t + sin2t) 
= dae 一 nost 一 sin20) 
mo Le + -L6 pa — f) — sinz + 20820 
5 2 20 
- He 十 2 十 L cosine — cos2t) 


= fron — 2cos(t 一 r) dr 
» 


we [rose — ndr. 
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